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Wärmeleitung und Wirbelauflösung 


bei zweidimensional-rotationssymmetrischen 
Anordnungen 


Von Wilhelm Müller 
(Mit 8 Figuren) 


1. Integrale der Wärmeleitungsgleichung 


Wenn wir eine Wärmeverteilung voraussetzen, die rota- 
tionssymmetrisch ist in bezug auf eine (z-)Achse, so daß auf 
konzentrisch zur z-Achse liegenden Zylinderflächen jeweils 
gleichmäßig verteilte Wärmequellen liegen, und wenn wir neben 
der Zeit ¢ den Abstand r eines Feldpunktes von dieser Achse 
als einzige unabhängige Ortskoordinate einführen, so wird die 
radiale Leitung der etwa durch die Temperatur w bestimmten 
Wärmeenergie pro Raumeinheit in dem umgebenden homo- 
genen, isotropen Medium, durch die Differentialgleichung: 

(1) ew , 1 dw Ow 

Or? r or v Ot 
dargestellt, wo » die als konstant zu betrachtende Temperatur- 
| leitfähigkeit bezeichnet. Die Gleichung stimmt mit der rota- 
4] tionssymmetrischen Wirbeltransportgleichung überein, wenn wir 
i gleichzeitig w als Wirbelstärke (rot vd) und die Wärmeleitfähig- 
keit» als kinematische Zähigkeit des flüssigen Mediums deuten '). 


a) Lineare Quelle 


| Als einfachste Lösung von (1) ergibt sich die Wärme- 
leitung, die von einer zur Zeit in die Achse r= 0 
fallenden homogenen linearen Wärmequelle hervorgerufen wird, 
bzw. die Ausbreitung eines unendlich langen geradlinigen 
Wirbelfadens, in der Form: : 


1) Vgl. Riemann-Weber (Frank-Mises), Die Differentialglei- 
chungen und Integralgleichungen der Mechanik u. Physik, II. Bd., Braun- 
schweig 1927, S. 186f.; ferner Wilh. Müller, Einführung in die Theorie 
der zäben Flüssigkeiten. Leipzig 1932, S. 90, 105. 
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Führen wir die Wärme- bzw. die ae I pro 
ein, so wird 


r u anfängliche Zirkulation des Fadenwirbels und gleichzeitig die 
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Fig. 1. Ausbreitung einer linearen Quelle 


Zirkulation des zur Zeit £> 0 vorhandenen gesamten Wirbel- 
systems vor. Der Ausbreitungsvorgang läßt sich am besten 
übersehen, wenn man w für verschiedene Werte von r in Ab- 
hängigkeit von der Zeit bzw. von der Größe »t darstellt, wie es 
in der Fig. 1 geschehen ist. Man sieht, daß die auf einen 
Punkt bezogene Temperatur bzw. Rotation der Flüssigkeit bis 
zu einem Maximum anwächst, um sich dann asymptotisch 
wieder der Null zu nähern. Das Maximum ist um so kleiner 
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und tritt um so später auf, je weiter der Punkt von der Achse 
entfernt liegt. Das Gebiet der w(r,t)-Kurven wird begrenzt 


von der Hyperbel w = =e die dem Grenzwerte r — 0 ent- 
spricht. 


b) Auf einem Zylindermantel verteilte Quelle 


Das Grundintegral kann nun, wie ich bereits an anderer 
Stelle!) gezeigt habe, dazu benutzt werden, um durch Inte- 
gration die Ableitung einer anfangs längs eines unendlich 
langen Kreiszylindermantels vom Radius a gleichmäßig ver- 
teilten Wärmequelle, bzw. Wirbelschicht zu ermitteln. Die 
Rechnung führt auf Besselsche Funktionen nullter Ordnung 
mit rein imaginärem Argument. Legen wir die in der engli- 
schen Literatur?) gebräuchliche Bezeichnung: 


I, (2) = (i 2) 


zugrunde und nennen 7 die Verteilungsdichte pro Flächen- 
einheit, so resultiert durch eine einfache Rechnung und Be- 
nutzung der Integraldarstellung der Besselfunktion /, für w 
der Ausdruck: 


+a? 
a ra 

Mit Hilfe der bekannten Integralformel *) 
557 fr 4 “I, 


0 


schließt man dann unmittelbar, daß die gesamte Wärme- bzw. 
Wirbelmenge 


(4) 2a [urdr=2a.y 


v 


eine von der Zeit unabhängige konstante Größe, also der an- 
fangs auf dem Zylinderumfang konzentrierten Menge gleich ist. 


Auf die graphische Darstellung von w in Abhängigkeit von r 


1) a.a. O., S. 105, 115 ferner Laminare Ausbreitungserscheinungen 
in der zähen Flüssigkeit, Ztschr. a. M. u. M. (1935), 6. H., 8. 398f.; vgl. 
auch Lord Rayleigh, Problems in the Conduction of Heat, Philos. 
Magaz. a. Journal of Se., London ser. 6. 22. S. 383. 1911. 

2) Vgl. G.N. Watson, A Treatise on Bessel Functions, 
1922, 8. 

3) Vgl. G.N. Watson, a.a. O., S. 394. 
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und #, die ausführlich in dem oben zitierten Werk gegeben 
ist, wollen wir in diesem Zusammenhang verzichten. 

Wir erinnern ferner an die Darstellbarkeit der Größe w 
durch ein Bessel-Fouriersches Integral, die durch die all- 
gemeine Beziehung (4) ng 
co 1 r? + a® 


0 Pr 
vermittelt wird. Setzt man nämlich n = 0, so kommt = a 
(6) w=yale-t oAnd,(Aajada. 

Dieser Ausdruck ist wieder ein spezieller Fall eines sehr 
allgemeinen Integrals der Gl. (1), das die Ausbreitung eines 
zur Zeit t= 0 durch die Verteilungsfunktion f(r) gegebenen 
_ Wärme- bzw. Wirbelquellsystems bestimmt. Dieses Integral 
hat die Form: 


w - fer ae fi J (ard, (oda, 


wobei die Funktion f(r) als eine stetige oder stiickweise stetige 
Funktion von r vorausgesetzt wird, die außerdem die Eigen- 
schaft hat, daß Yr-f(r) in dem Intervall (0,00) absolut inte- 
_ grierbar ist. 1) Im vorliegenden (Ausnahme- Fall ist die Funk- 
tion f(r) überall Null bis auf die Stelle r=a, an der die 
 Belegungsdichte den Wert y hat. Wir haben daher das 

Integral 


Rt durch den Ausdruck y-aJ,(Aa) zu ersetzen und erhalten 
damit wieder die unter (3) a Formel. 


ec) Zylinderquelle 


Wenn wir den Ausdruck (3) für die flächenhafte verteilte 
 Wärmequelle nach r von r=0 bis zum Werte r =a inte- 
_ grieren, so erhalten wir die Formel für die Ausbreitung einer 


1) G.N. Watson, a.a. O., S. 456; vgl. auch die Zusammenstellung 
verwandter Formeln bei E. C. Titschmarsh, Extensions of Fouriers 
Integral Formule to Formulae Bessel Functions, Proceed. London Math. 
Soc., Ser. 2. 22. S. 11—111. 1924. 
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zur Zeit t = 0 einen Zylinder vom Radius a gleichmäßig aus- 
füllenden Wärmequelle, wobei wir annehmen, daß die Tem- 
peraturleitfähigkeit innerhalb und außerhalb des Zylinders 
denselben Wert hat. Wie wir weiter unten zeigen werden, 
ist dieser Fall besonders hydrodynamisch wertvoll, da die ent- 
stehenden Formeln die wirkliche Auflösung eines Wirbels 
ungefähr richtig wiedergeben. 

Bezeichnen wir die Dichte der Belegung, d.h. die Be- 
legungsstärke für das Einheitsvolumen oder für die Einheit 
der ebenen Projektionsfläche senkrecht zur z-Achse mit o, 
so entsteht die Formel: 


(8) zer fer Io de, 
bzw. nach (6) oder (7): >$ 
(8a) 
Wegen 
(9) = J, (ho) J, (ha) 
0 
geht der zweite Ausdruck (8a) über in aS 
(10) 
; 


Um die gesamte Wärme- bzw. Wirbelmenge W zu be- 
stimmen, benutzen wir die Formel (10), aus der sich der 
Ausdruck: 


r co 


r 
W=2a| (and, (Aa)di 
J J 


ableiten läßt. Wegen 


r 


(9a) d[rJ,(Ar)} 
ergibt sich nach Ausführung der Integration nach r der eg 
Ausdruck: 


| 
3 
5 
11 
(11) 
dessen Grenzwert für r -> oo später bestimmt werden soll, 


entwicklung: 
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Fiir die weitere Ausrechnung der w-Funktion eignet sich 
insbesondere die Darstellung (8). Benutzt man die bekannte 


und berücksichtigt, daß alle Funktionen J, für den Wert r= 0 
verschwinden bis auf J,, die den Wert Eins liefert, so erhält 
man durch fortgesetzte partielle Integration für w die Reihen- 


Zr a ar a? ar 
_ & +e > a m ar 
= we > (#) 1, (557): 


Eine andere Reihe entsteht, wenn man jedesmal im Inte- 
granden den Faktor 


1 
Bot 0° etdo=—d e 


m=1 


I, (2) 


2” 


at + 
Art 


x 
7 
Beziehung: 
| 
u 
13 
| 
| 
e i u abspaltet und bei der partiellen Integration die Beziehung: 
| re 
d Le _ “+1, d n+1 do 
Verbindung mit | 4 
| 
. Er benutzt. Ubernimmt man ferner die früher von mir ein 
: 
U 
i erhält man die Ut undgieicnung: RE 
ss und für die Größe w die beiden gleichwertigen Ausdrücke: 


 schwindigkeit eines in der Flüssigkeit sich ausbreitenden zy- 


berufen, in der ich z. B. folgende Differentialformeln auf- 
gestellt habe: 
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die sich für die zahlenmäßige Ausrechnung wegen der gün- 
stigen Konvergenz sehr gut eignen. Wir haben in der Fig. 2 
die dimensionslose Größe w/w in Abhängigkeit von — =x 


und ar =t dargestellt und verweisen im übrigen auf die 


in der Ztschr. f. a. M. u. M. erschienene Abhandlung, aus der 
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Fig. 2. Ausbreitung einer kreiszylindrischen Quelle ve 


hervorgeht, daß w gleichzeitig den Verlauf der axialen Ge- 


lindrischen Freistrahles wiedergibt. 
Was die Eigenschaften der Funktionen U, und V, an- 
geht, so kann ich mich auch hier auf die erwähnte Arbeit 


1 


Wir können die erste Formel benutzen, um z.B. für das 
Integral 
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eine einfache Rekursionsformel zu gewinnen. Es ergibt sich © ’ 


e 
und daraus die Integralformel 


0 
+26 


die wir weiter unten benutzen werden. 


2. Geschwindigkeitsverteilung bei der Wirbelbewegung 


Wenn man berücksichtigt, daß die Rotation w mit der 
entsprechenden zirkularen Geschwindigkeit durch die Gleichung 
1 d(rv) 

(17) 
zusammenhängt, so gewinnt man aus 1) für die Geschwindig- 
keit der Kreisströmung die Differentialgleichung 

ev 1 dv v 1 dv 

Die Funktionen » (r,t), die den unter 1 entwickelten Fällen 
entsprechen, können entweder durch Integration aus den 
w-Funktionen oder aus den leicht feststellbaren Anfangs- 
bedingungen mit Hilfe von Bessel-Fourierschen Integralen 
ermittelt werden. Wenn die als stetig oder stückweise stetig 
vorausgesetzte und an die oben erwähnte Bedingung geknüpfte 
Funktion F(r) die Anfangsverteilung der Geschwindigkeit be- 
zeichnet, so gilt für die gesamte Zeitfolge die der Gleichung 
genügende Verteilung 


(19) v= | de-**tdi | oF (0)d,( 


: 

| 
| # 
(16) I ar 
( # — eee 
n+1 Qvt + 
ar i 
= 

; 
if 
| 
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Mit Benutzung von (5) können wir dafür auch schreiben 
r+o 
1 
0 


zu beschränken. 
a) Wirbelfaden 


Die Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung eines 
sich auflésenden Wirbelfadens ergibt sich nach (2) zu 


0 


Die in dieser Gleichung ausgesprochene Abhängigkeit der 
Geschwindigkeit von der Lage des Punktes und der Zeit ist 


4 6 8 


Fig. 3. Auflösung eines Wirbelfadens 


in der Fig. 3 veranschaulicht worden. Man sieht, daß die dem 
anfänglichen Potentialwirbel entsprechende unendlich große 
Geschwindigkeit augenblicklich auf den Wert Null herabsinkt, 
woraus man schließen kann, daß unendlich große Geschwindig- 
keiten in der zähen Flüssigkeit nicht bestehen können. Jede 
in der reibenden Flüssigkeit eintretende Wirbelbewegung hat 
im Wirbelzentrum einen Ruhepunkt. Zu einer bestimmten 


ine 
ae 
Wenn Fr) nur im Intervall (r,,7,) gegeben ist, im übrigen Ler 
verschwindet, so ist die Integration nach o auf dieses Intervall HA 
? 
4: 
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Zeit ist der Verlauf von v längs eines Radius derart, daß die 
entsprechende Kurve bis zu einem Maximum ansteigt und 
dann mit wachsendem r asymptotisch der Potentialkurve sich 
annähert. Der Kreis größter Geschwindigkeit erweitert sich 
mit konstanter Flächengeschwindigkeit, die von der Zähigkeit 
des Mediums abhängt. 


b) Wirbelröhre 


Einfache Röhre. Aus der Formel erhält man für diesen Fall 


a®+ 2 


a ga 
(21) v= foe 1, ($4) de. 
0 


Das hier auftretende Integral unterscheidet sich von dem 
Integral der Formel (8) nur dadurch, daß die beiden Größen r 
und a miteinander vertauscht erscheinen. Abgesehen von dem 


| 


1 


17 


Fig. 4. Auflösung einer Wirbelröhre 


vor dem Integral stehenden Faktor haben wir daher Y 
Ausdrücken 11 und 11a die Reihenfunktionen U und V mit- — 
einander zu vertauschen. Es wird also 


at+r? 


Diese Funktionen sind in meiner mehrfach zitierten Arbeit _ 
ausführlich diskutiert worden, so daß es hier genügen wird, 
die wesentlichsten Ergebnisse hervorzuheben. Die Geschwin- 
digkeit hat anfänglich d.h. für t>0 einen unstetigen Verlauf. 
Wenn man die aus den asymptotischen Entwicklungen der 
Besselschen Funktionen für große Argumente resultierenden 
Grenzwerte 
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art t>o=l; lV, ¢ | 
r<a 


t->o = 0 
r<a 


a? +7 
U,e 4vt t>o=0; Vie 4vt 
r>a 


t>o= 1 
r>a 


benutzt, so ergibt sich, daß zu Beginn der Bewegung im Innern 
der Wirbelröhre die Flüssigkeit in Ruhe ist, während außer- 


halb der Röhre die Potentialverteilung v = herrscht. Die 


Ausbreitung und gleichzeitige Auflösung der Bewegung erfolgt 
dann derart, daß in jedem Punkte r < a die Geschwindigkeit 
bis zu einem Maximum ansteigt und dann nach theoretisch 
langer Zeit auf Null zurückgeht, während in jedem Punkt r > a 
lediglich ein asymptotischer Abfall der Geschwindigkeit von 
dem anfänglichen Maximalwert bis auf Null stattfindet. Zu 
einem bestimmten Zeitpunkt hat die Geschwindigkeit einen 
Größtwert auf einem Kreise mit dem Radius r >a, der sich 
mit wachsender Zeit nach einem ähnlichen Gesetz vergrößert 
wie im Falle des Wirbelfadens. 

Ringströmung und Doppelwirbelréhre. Wenn zwei kreis- 
zylindrische, entgegengesetzt drehende Wirbelschichten mit den 
Radien a und b>a und den Belegungsdichten y und — 7’ 
gegeben sind, so ergibt sich durch Überlagerung eine Kreis- 
strömung, die zur Zeit {= (0 an beiden Zylindergrenzen Un- 
stetigkeiten aufweist, so daß die ganze Ebene in drei Ge- 
biete 1, 2, 3 geteilt wird, in denen die Geschwindigkeit 
verschiedenes Verhalten zeigt. Im Innern des kleinen Zylinders, 
also fürr <a, wird v=v,=0, im Ringgebiet zwischen den 


Zylindern a<r<b wird v=0,= im äußeren Gebiet 


r>b wird dagegen v =v, 7° = 7®. Wenn daher ya=y'b, 


also y = us ist, so bleibt fiir den Beginn des Bewegungs- 


vorganges eine Ringströmung zwischen den Zylindern mit der 
Geschwindigkeitsverteilung v = rea <r<b) übrig. Die Auf- 
stellung der Ausbreitungsgleichung ist ohne weiteres mög- 
lich. Eine Ringströmung mit konstanter Geschwindigkeit 
würde dagegen der Gleichung 


; 
4 
4 
af 
TOR, 
= 
2 + 7% | ae 
: 
>h die hier nicht weiter behandelt 
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Einen bemerkenswerten Sonderfall erhalten wir, wenn wir 
die beiden Zylinderschichten zusammenrücken und gleichzeitig 
die Dichte y so anwachsen lassen, daß das Produkt 


we 


\ 


2 
4Z 
2 am 


a 
Fig. 5. Auflösung einer Doppelwirbelröhre 


A 

a 


> 


einem endlichen Grenzwerte m zustrebt. Der entsprechende 
Ausdruck fiir w ergibt sich durch Differentiation des Aus- 
drucks (21) nach a und Ersetzung von y durchm. Es wird also 


Ww 


| 
(24) | 


ar a? ar ar ar 


| 
7 
4 
a) Y= . d a 
Ye 
Bart, 
m 
= 
|. 
0 
are FE Daraus erhalten wir für die Geschwindigkeitsverteilung 
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Die beiden ersten Integrale sind bereits bekannt [vgl. (21), (21a)], 
das dritte ist durch fortgesetzte partielle Integration genau 
80 zu behandeln, wie wir es oben für den Ausdruck (13) 

gezeigt haben. Man erhält dann 
| a* +r? a*+r* 


m ave 2p Mt V 


läßt sich der Geschwindigkeitsausdruck schließlich in die Form 


setzen 


a+r? at +r? 
~ ma r m 
Der zweite Ausdruck verschwindet, wie wir bereits wissen, 
_ für {—>0 im Innern des Zylinders, während er außerhalb den 


x Wert — = annimmt. Aus der asymptotischen Darstellung 


e 
z—> 00 V?nz 
erhält man für den ersten Ausdruck den Grenzwert rae 


ma ote ar | m [a\' 1 
der für jedes r+.«a gegen Null geht, während er fiir r=a 
über alle Grenzen wächst. Die Geschwindigkeit wird also an 
einer Stelle der Doppelschicht unendlich. Das entspricht aber 
der Voraussetzung, der gemäß die Belegungsdichte y beider 
Schichten unendlich groß angenommen ist, also die entsprechen- 
den Geschwindigkeiten im unendlich dünnen Zwischengebiet 
sich addieren. 


EX Wenn dagegen zwischen den Belegungsdichten die Be- 
 ziehung 


ya=y'b= const 


® 5 besteht, also für t—> 0 nur eine Ringströmung vorhanden ist, 
80 entfällt das erste Glied in dem Ausdruck für w und es bleibt 


b 


für die Doppelschicht 
ma 


| 
| 
| 
way 
Ä 
B 
= 
ys 
a* +r? 
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Wenn die durch (24) bis (27) charakterisierten Bewegungen 
auch zunächst praktisch nicht realisierbar sind, so haben wir 
doch damit zwei neue Integrale der Gl. (1) und (18) erhalten, 
die einer einfachen Deutung fähig sind und daher als Be- 
standteil weiterer zusammengesetzter Integrale verwendet 
werden können. 


ec) Wirbelzylinder') 


Vollzylinder. Um die Geschwindigkeitsverteilung eines in 
der Umgebung eines Wirbelzylinders, d. h. einer einen Kreis- 
zylinder gleichmäßig ausfüllenden Wirbelverteilung zu berechnen, 
kann man etwa von dem Ausdruck (13) für die Rotation aus- 
gehen und bei der Integration nach a die Formel (16) benutzen. 
Es ergibt sich dann unmittelbar aus (17) 


w-2yrt Zr a ar a\? ar 
= e 4vt 1, ($5) 
a+r 
= Bae: e 4vt D, > 


Die Funktion D, läßt sich nun durch die beiden Reihen- 
funktionen U, und U, ausdrücken. Denken wir uns nämlich 
die allgemeinen Beziehungen 


Qn 
wh 


ar 
vt 


37 tir n=1 bis n=w aufgestellt und beider- 
seits mit +)" multipliziert, so ergibt sich durch Addition 


nit z= 


2 
(29) D, 4vt 


Damit geht (28) mit Benutzung von (14) über 
beiden Ausdriicke 


2 
(n-5 
(28a) 


1) Vgl. auch Lord Kelvin, Phil. Mag. (5), X (1880), S. 155; 
Collected Papers, Vol. IV; L.S.da Rios, C.R. 191, 399—401. 
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sich ergebende: Beziehung 
a? +r? 


(22a) lim mi. v,). 


so sieht man, daB die Geschwindigkeit v im Innern des W irbel- 
zylinders zu Beginn der Bewegung die Form annimmt 


bs 


% 


j + 5 6 


während außerhalb eine dem Potentialwirbel entsprechende 
erteilung 


Fig. 6 ersichtlich, i 
nutzt worden sind. 

Man kann nun andererseits aus der anfänglichen Ge- 
schwindigkeitsverteilung mit Hilfe der allgemeinen Formel (19) 
einen weiteren Ausdruck für v ableiten. Wir setzen die Ge- 
schwindigkeit aus zwei Teilen zusammen, deren erster von der _ 


anfänglichen Innenverteilung F, (r) = 3 or und deren anderer Aa a ; 
von der äußeren Verteilung F, (r) = zo — 


Daher haben wir im ganzen 
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die für die Berechnung unmittelbar geeignet sind. Benutzt eee x 3 
man die Grenzwerte (22) und die aus a = at 
>0 = 
v=-— 
| 
— 
| 
Fig.6. Auflösung eines zylindrischen Wirbel 
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0 0 


J, (2)) = 27d, (2) dz, dJ, (2) = — J, (2)dz 
ergibt die Integration nach o 


fers, + - 
0 a : 


Nun ist weiter oe 


5,00) 5,00): 


Wir erhalten also 


v= wa f J (ka 


Für t—> 0 haben wir in der Tat eines der von H. Weber 
aufgestellten unstetigen Integrale.!) Der Ausdruck (30a) unter- 
scheidet sich übrigens von dem unter (11) gegebenen Ausdruck 
für die gesamte im Kreis mit dem Radius r enthaltende 
Wirbelmenge nur um den Faktor 2rzr. Durch Vergleich mit 
der Formel (28a) erhalten wir daher 


4yt (U, - 
ER 2 


Wenn man zur Grenze r —> 00 geht, so kommt erwartungs- 
gemäß 


Bei der Ausbreitung der Wirbelbewegung bleibt also die 
gesamte Wirbelmenge oder das auf die ganze Ebene erstreckte 
Wirbelmoment erhalten. 


1) Vgl. G.N. Watson, a.a. 0. S. 405. 


oo sw ra 


In 8 


er : (30) 
| 
n 
= 2 (4a) J, (4a) 
€ 
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Was diese Bewegung selbst angeht, so wird sie mit dr 
wirklichen Bewegung eines Einzelwirbels einigermaßen im En- 
klang stehen‘). Wir haben oben gesehen, daß eine unendlich Ar 
große Geschwindigkeit, wie sie die Rechnung beim Potential- __ 
wirbel ergibt, nicht bestehen kann. Aber auch der momentan 


Fig. 7. Stadien der Wirbelentwicklung 


einem großen Wert auf Null ist praktisch nicht möglich. Wenn 
man zunächst von dem Vorhandensein eines kreisförmigen 
Totwassergebietes, wie es etwa dem Falle einer Wirbelschicht 
entsprechen würde, absieht, so darf man wohl sagen, daß der 
zuletzt behandelte Fall des Wirbelzylinders, der in jedem 


1) Vgl. etwa die außerordentlich anschauliche und allgemein ver- 
ständliche Darstellung von A. Betz, Wirbel und im Zusammenhang 
damit stehende Begriffe der Hydrodynamik, Ztschr. f. Flugtechn. u. 
Motorl., 12. Jahrg. 8. 193—198. 1921. 


en der Physik. 5. Folge. 19. 


N: 
einsetzende Abfall der Geschwindigkeit im Wirbelzentrum von faa 
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% Yj 
OLLI 
ZZ 
b) z 
| 
ay 
Xl 


Augenblick im Mittelpunkt Ruhe und von hier aus einen linearen 
Anstieg der Geschwindigkeit zeigt, ein gewisses Stadium in der 
Entwicklung eines Wirbels einigermaßen richtig wiedergibt. 
Im allgemeinen wird nun das dieses Zentrum umgebende 
Flüssigkeitsgebiet aus einer Folge von vielen Wirbelchen sich 


zusammensetzen, die in einem früheren Augenblick eine ganze 


-aufliegenden Grenz- oder Reibungsschicht ihre Entstehung 
verdanken. Man kann sich vorstellen, daß die zunächst spiral- 
a ie sich aufrollende Schicht nach der Ablösung sich zu einem 
Individualwirbel von kreisartiger Beschaffenheit umbildet, 
während gleichzeitig auch die inneren Flüssigkeitsteile in eine 
wirbelnde Bewegung versetzt werden. Das ist etwa der Augen- 
blick, von dem aus der hier betrachtete Auflösungsvorgang 
seinen Anfang nimmt. Man wird daher in erster Annäherung 
der Wirklichkeit dadurch gerecht, daß man eine gleichmäßige 
Verteilung der Rotation in einem gewissen Kreisgebiet (r S a) 
annimmt. Da die Geschwindigkeit in diesem Gebiet linear 
anwächst, so kann der gesamte Wirbel als aus einem wie ein 
starrer Zylinder rotierenden inneren Kern und aus einem Außen- 
gebiet, dem sog. Wirbelfeld, bestehend betrachtet werden, in 
dem nahezu die dem Potentialwirbel entsprechende Geschwin- 
digkeitsverteilung herrscht. Im Laufe der Zeit wird zwar 
die Unstetigkeit beseitigt und der Übergang zwischen Anstieg 
und Abstieg mehr und mehr ausgeglichen; aber der Anstieg 
der Geschwindigkeit wird immerhin angenähert linear bleiben, 
d. h. wir können auch in einem späteren Stadium noch von 
einem rotierenden Kern sprechen, dessen Radius etwa bis zur 
Stelle des Geschwindigkeitsmaximums anzunehmen ist und in 
dem Maße sich vergrößert, wie die Rotation schwächer wird. 
Hohlzylinder. Wenn man sich die Entstehung eines Wirbels 
aus der Grenzschicht vergegenwärtigt, so wird man die Berechti- 
gung einer Erweiterung der Betrachtung auf den Fall des Ring- 
wirbels oder des wirbelnden Hohlzylinders erkennen, der sich 
von dem Fall des Vollzylinderwirbels dadurch unterscheidet, 
daB anfangs um das Zentrum herum ein kreisartiges Tot- 
wassergebiet vorhanden ist, das von einem Ringgebiet mit 
gleichmäßig verteilter Rotation umschlossen wird. Um die 
entsprechende Formel für die Geschwindigkeitsverteilung zu 
gewinnen, brauchen wir nur die unter (8) eingeführte ange 
gration auf ein von dem Werte r= za <1) bs r= 
reichendes Intervall zu beschränken, d . die andi i 
mit x,a und a gebildeten Ausdrücke a8) zu bilden. Dadurch 
erhält man 
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Wir haben in der Fig. 8 bei Verwendung der dimensions- _ 

r 4vt 4. 2v 
losen Größen <= —, t=-—,— die Funktion ————- 
a a @a(l—x*) 


für den Wert x, = 0,5 veranschaulicht. Der Geschwindigkeits- — pee 


ZU 


anstieg im Ringgebiet weicht von einer Geraden nur wenig ab. 

Man erkennt ferner, daß sich die Wirbelbewegung verhältnis- 
mäßig schnell in das anfängliche Totwassergebiet hinein aus- 
breitet, und daß sieh mit wachsender Zeit die Verteilung der- 
jenigen des vorigen Falles mehr und mehr angleicht, in der 
Weise, daß von einem bestimmten Augenblick an die Ge- 
schwindigkeit vom Zentrum aus wieder einen linearen Anstieg 
mit anschließendem hyperbolischen Abfall zeigt. Beim Ver- _ 
gleich mit dem vorigen Beispiel könnten wir also den vor- _ 
liegenden allgemeineren Fall einem früheren Stadium der 
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Zusammenfassung !) 


Es werden einige bemerkenswerte Fälle von Diffusions- 
erscheinungen bei zweidimensional-rotationssymmetrischen Quell- 
anordnungen besprochen. Die Benutzung der Analogie zwischen 
Wärmeleitung und Wirbelausbreitung führt ferner zur Ermitt- 
lung der Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung von 
Wirbelsystemen (z. B. einer Wirbelröhre oder eines Wirbel- 
zylinders), die im unbegrenzten zähflüssigen Medium in Auf- 
lösung begriffen sind. 


1) Nach Ablieferung des Manuskripts bin ich mit einer Arbeit von 
S. Goldstein (Proc. London Math. Soc., Ser. 2, Vol. 34, 1932, S. 51—88) 
bekannt geworden, in der ınehrere, u. a. auch einige der hier und in 
meinem früheren Aufsatz behandelten Bewegungsfälle nach einer etwas 
allgemeineren Methode berechnet und zusammengestellt sind. Ich hoffe 
auf Einzelheiten dieser sehr inhaltsreichen Abhandlung gelegentlich 
zurückzukommen. 


Prag, Institut für Mechanik an der Deutschen technischen 
Hochschule. 
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Untersuchungen über akustische Schwellenwerte') eA 
III. Uber die Bestimmung : 


der Reizschwelle der Hörempfindung 

aus Schwellendruck und Trommelfellimpedanz’) 


Inhalt: $1. Fragestellung. — $2. Zur Definition der Reizschwelle. _- 
§ 3. Theoretisches zur Methode. — $4. Bestimmung derSchwellendrucke. — 
§ 5. Bestimmung der Trommelfellimpedanzen. — $ 6. Ergebnisse; Kritik. — __ 
87. Zusammenfassung. 


a § 1. Fragestellung 


Es sind in früheren Jahren Methoden zur Bestimmung 
der Reizschwelle der Hérempfindung in gréBerer Anzahl an- 
gegeben worden); da es indessen nicht gelang, auf den z.T. 
weit auseinanderliegenden Wegen Resultate von hinreichender 

Übereinstimmung zu erzielen, ist man in neuerer Zeit dazu 
übergegangen, die experimentellen und theoretischen Voraus- 
setzungen der einzelnen Verfahren zu prüfen und diese selbst 
zu verbessern. Wenngleich auf diese Weise einige wesenticee 
Fortschritte in der Lösung von Widersprüchen und in der 
Aufdeckung von Fehlerquellen erzielt werden konnten, ist 
eine in jeder Weise überzeugende Lösung des Problems heute 


% 
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<> 
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1) Es liegen folgende Arbeiten aus dieser Untersuchungsreihe vor: 
I. E. Waetzmann u. H. Heisig, Uber die Messung der Reizschwelle | 
der Hörempfindung mit Resonanztelephonen. Ann. d. Lay [5]9. S. 921. 
1931. II. W. Geffeken u. L. Keibs, Das Thermophon und seine Ver- 
wendung als akustisches Meßinstrument. Ann. d. Phys. [5] 16. S. 404. 
1933. Im folgenden dienen die römischen Zahlen zur kurzen Kenn- 
zeichnung. 

2) Uber die bis Ende 1932 erzielten Resultate wurde in der Sitzung 
des Gauvereins Thüringen-Sachsen-Schlesien der Deutschen Physikalischen 
Gesellschaft am 7. 1. 1933 vorgetragen; vgl. E. Waetzmann und 
W. Geffcken, Physikal. Ztschr. 34. S. 234. 1933. 

3) Vgl. L, § 1. 
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noch keineswegs gelungen. Die vorliegende Arbeit verfolgt 
das Bestreben, auf der gleichen Linie einen Beitrag zur Uber- 
windung der Schwierigkeiten zu liefern. 


§ 2. Zur Definition der Reizschwelle 


oy Wien definierte die Reizschwelle als die Energie, welche 
im ungestörten Schallfeld durch eine Fläche von der Größe des 


die gleiche Stelle gebrachte Trommelfell des Beobachters eben 
noch eine Hörempfindung vermittelt.) Diese Formulierung 
umgeht also ausdrücklich die Berücksichtigung der durch die 
natürliche Lage des Trommelfells bedingten Veränderungen 
des Schallfeldes und ist daher physikalisch besonders einfach. 
vw. Békésy berechnete die Korrekturen, durch welche die 
durch das Einbringen des Kopfes in das Schallfeld entstehen- 
5 den Schallfeldverzerrungen berücksichtigt werden.?) Auf Grund 
dieser Reduktionen kann man folgende sowohl für Messungen 
im offenen wie für Messungen im geschlossenen Schallfeld*) 
anwendbare Definition aufstellen: Die Reizschwelle der Hör- 
empfindung ist die Energie, welche an der Grenze der Hör- 
empfindung vom Trommelfell aufgenommen werden würde, 
sofern sein akustischer Widerstand dem einer reflexionsfreien 
Leitung entspräche. In dieser Formel kann die Einschränkung 
fortfallen, wenn als weitere Korrekturen die Nachgiebigkeit 
und Schallaufnahmefähigkeit des Trommelfells berücksichtigt 
werden.®) 

Diese Begriffssetzung hat den Vorzug, unabhängig von 
der Lage des Schallgebers zum Ohr der Versuchsperson 
zu sein.) 


1) M. Wien, Ann. d. Phys. [4] 62. S. 759. 1920; vgl. auch 1., S. 924. 

2) G. v. Békésy, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 51. 1932. 

3) Unter „geschlossenem Schallfeld“ ist hier die Versuchsanordnung 
zu verstehen, bei der der Schallgeber luftdicht am Ohr der Versuchs- 
person liegt, während im „offenen Schallfeld“ Schallgeber und Versuchs- 
person getrennt sind. 

4) Vgl. § 4, S.834, Anm. 3 bzw. § 5, S. 838 ff. 


niert (S. 925): ,,Reizschwelle sei diejenige Leistung, die — im freien 
Schallfelde oder mit Schallgeber am Ohr — an der Grenze der Hör- 
empfindung vom Gehörgang einschließlich 'Trommelfell (und dem un- 
mittelbar angrenzenden Teil der Ohrmuschel) aufgenommen wird.“ 
v. Békésy hat inzwischen gezeigt (Ann. d. Phys. [5] 14. S. 51. 1932), 
daß Ohrmuschel und Gehörgang selbst keine Energie aufnehmen. 
Vgl. hierzu auch $5. Man kann also auch die hier angeführte Ein- 
schränkung aufgeben und hat dann eine mit der obigen völlig überein- 
stimmende Definition. 


5) In der ersten Ärbeit (D dieser Untersuchungsreihe wurde defi- 
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83. Theoretisches zur Methode 


Die Bestimmung von Schalldrucken !) ist eine Aufgabe, die 
sich mit den Mitteln der heutigen akustischen Meßtechnik sehr 
genau durchführen läßt; es ist daher verständlich, daß eine 
Reihe von Hörschwellenarbeiten hauptsächlich die Ermittelung 
der Schwellendrucke — d.h. derjenigen Schalldrucke, die vor 
dem Trommelfell eben noch eine Empfindung hervorrufen — 
zum Ziel haben. Der Verlauf der Schwellendruckwerte gibt 
eine für bestimmte Zwecke hinreichende Übersicht über die 
Hörfähigkeit der Versuchsperson; so ist z. B. der Arzt in der 
Lage, nach ihm die Hörverluste eines ohrkranken Patienten 
festzustellen. Die Reizschwelle kann indessen aus den Schwel- 
lendruckwerten allein nicht ermittelt werden; als zweite Ver- 
suchsreihe sind hierzu die den gleichen Meßfrequenzen zuge- 
ordneten akustischen Widerstände des Trommelfells der be- 
treffenden Versuchsperson zu messen. 

Der Zusammenhang zwischen Schwellendruck (P = Y2p.r.) , 
Trommelfellimpedanz (3 = w + iq?) und der Reizschwelle (LZ) 
geht aus folgender Überlegung hervor. Bezeichnet man mit U 
die Geschwindigkeit einer dem Trommelfell äquivalenten Kolben- 
membran, so ist die gesamte sekundlich vom Trommelfell auf- 
genommene Energie AR 


(1) L= 4 F w U? 


(F Fläche der dem Trommelfell äquivalenten Kolbenmembran)?. 
Ks ist nun ea 


1) Es wäre genauer von ,,Schallwechseldrucken“ zu sprechen, 
doch hat sich die kürzere Bezeichnung „Schalldruck“ heute allgemein 
eingebürgert. 

2) Die hier verwendete Größe ; wäre richtiger als „Trommelfell- 
impedanz pro Flicheneinheit zu bezeichnen, vgl. K. Schuster im 
Handb. der Experimentalphysik XVII/2 („Technische Akustik“, heraus- 
gegeben von E. Waetzmann) S. 36; der Zusatz ist hier der Kürze 
halber weggefallen. 

3) Die gesamte Trommelfelloberfläche wurde an einem OhrausguB 
(vgl. I, S. 942/43) zu 0,9 em* bestimmt. Legt man den Flichenfaktor'/, | 
zugrunde, so ergibt sich als Fläche der äquivalenten Kolbenmembran =~ 
0,3 em? in hinreichender Übereinstimmung mit der Wienschen Fest- _ 
setzung (!/, cm’). 
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SET 


Führt man 
(4) 


ein (c Schallgeschwindigkeit, 9 Dichte der Luft, cg Impedanz 
der rein fortschreitenden Welle), so ergibt sich HE 


+ 
(5) oder 
Pp? 
L = U . 3 ce . = 


F. 7 ist die Energie, welche sekundlich durch die oben 


definierte Fliche senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung einer 
ebenen, rein fortschreitenden Welle hindurchtritt. Der Faktor u 
bestimmt also das Verhältnis der tatsächlich aufgenommenen 
zur optimal aufnehmbaren Energie; er ist ein Maß für die 
Anpassung des Trommelfells an das angrenzende Schallfeld.') 


Messungen der Trommelfellimpedanz, die von Tröger?) durch- 
geführt wurden, haben gezeigt, daß der schwingungsfähige Mechanismus 
des Ohres ein mehrfach gekoppeltes System darstellt. Die Gültigkeit 
der obigen Gleichungen wird hierdurch nicht umgestoBen, da auch bei be- 
liebig komplizierten Systemen zwischen dem erregenden Druck und der 
Geschwindigkeit des unmittelbar angestoßenen Gliedes Proportionalität 
besteht. Der Proportionalitätsfaktor, d. h. der reziproke Wert der 
„Antriebspunkt-Impedanz“°), kann allerdings nicht für alle Frequenzen 
berechnet werden, wenn sie für eine Frequenz bekannt ist, da die hier- 

zu notwendigen Bestimmungsstücke bei einem 

so unzugänglichen Gebilde, wie es der schwin- 

uO gungsfähige Ohrapparat darstellt, kaum zu 
q ermitteln sein dürften; das einzige praktisch 
mögliche Verfahren ist daher die Messung 
der Trommelfellimpedanz (die also defini- 
tionsgemiB mit der Antriebsimpedanz des 


SI 


W schwingungsfähigen Ohrsystems identisch 
10 20 40 ist) bei allen in Betracht kommenden Fre- 
; quenzen. 


In Fig. 1 ist eine graphische Dar- 
stellung der Größe u in Abhängigkeit 
von und 7 gegeben. Die Punkte, 

Fig. 1, Kreise für die der Übertragungsfaktor einen 
gleicher Übertragung bestimmten konstanten Wert hat, ordnen 


1) Die Anpassung spielt hier die gleiche Rolle wie bei der 
eines sekundirseitig belasteten Transformators. 

om 2) J. Tröger, Phys. Ztschr. 31. S. 26. 1930. 

: 3) Vgl. z.B. K. Schuster i. Hdb. der Experimentalphysik XVII/2. 
(„Technische Akustik“, hsg. v. E. Waetzmann $. 25). 
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sich auf Kreisen an, die symmetrisch zur @-Achse gelegen sind 
und die.g-Achse im Nullpunkt berühren. 
De: Einfluß, den die bei der Trommelfellbewegung mitschwingende 


Mediummasse und der Strahlungswiderstand des Sekundärfeldes auf die 
Größe von u ausüben, ist nur für die höchsten Tonfrequenzen merklich. 


2? 
(A = Wellenlänge, R Trommelfellradius); für den in der vorliegenden 
Untersuchung experimentell geprüften Frequenzbereich ist die Korrektur 
bedeutungslos. 


Die Berechnung ergibt, daB gum erhöht wird 


§ 4. Bestimmung der Schwellendrucke 


Bei der Wahl einer geeigneten Methode zur Aufnahme 
“ae MeBreihen von Schwellendruckwerten fallen neben 
theoretischen auch praktische Gesichtspunkte entscheidend ins 
Gewicht. Einwandfreie und in sich vergleichbare Resultate 
sind wegen der hohen Anforderungen an die Aufmerksamkeit 
und körperliche Frische der Versuchsperson nur dann zu er- 
zielen, wenn das Meßverfahren hinreichend einfach ist und 
alle Störungen auf ein Mindestmaß eingeschränkt werden 
können. Die Ausschaltung äußeren Lärmes vom Ohr des 
Beobachters erweist sich im offenen Schallfeld auf jeden Fall 
schwieriger als im eng abgeschlossenen Schallfeld. Die hin- 
reichende Vermeidung stehender Wellen im Versuchsraum ist 
eine weitere, im allgemeinen nur durch umfangreiche MaB- 
nahmen zu erfüllende Voraussetzung dieser Beobachtungsweise. 


In der Untersuchung (I)') wurde eine Anordnung, die sogenannte 
„Schallmeßkammer“ für Messungen im offenen Schallfeld angegeben; sie 
entstand aus dem Bestreben, den im vorigen Abschnitt geschilderten 
Schwierigkeiten durch möglichst weitgehende Trennung von Schallfeld 
und Untersuchungsraum zu begegnen. Gegen dieses Gerät hat Waetz- 
mann?) Bedenken erhoben. Die nach Abschluß von (I) fortgeführten 
Arbeiten ergaben in der Tat, daß die Durchführung des Grundgedankens 
in einwandfreier Weise nicht möglich ist. Zunächst wurde festgestellt, 
daß zur Verhütung von Reflexionen die Qualität des Materials der Kugel- 
haube nicht ausreichte. Es konnten nun zwar mit Hilfe einer Schicht 
aufrecht in den Filz eingesteckter Bündel tierischer Federn die Reflexionen 
fast vollkommen vermieden werden‘), so daß die Voraussetzung ein- 
facher Kugelwellen in der Kammer mit großer Annäherung erfüllt war; 
infolge dieser Maßnahmen mußte aber der nach außen führende Tubus 


Y 


sehr stark verlängert werden. Dies führt zu folgenden Nachteilen: Bee: A 
Zunächst kann der Einfluß der Rohrleitung auf den ins Ohr gestrahlten _ er 
Energiebetrag auch für tiefe Frequenzen nicht mehr vernachlässigt a h ar 
werden, sondern ist (unter Beriicksichtigung der 


2) E. Waetzmann, Ann. d. Phys. [5] 10. S. 846. 1931. 
3) Der Absorptionskoeffizient wurde bei 1000 Hz zu 96,5°/, bestimmt. 


I 


Te 
4 
| 
| 
| F 
aA 
* 
x 
> 
"du 
| 
\ 


- 


A 


834 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 19. 1934 


von Fall zu Fall zu berechnen. Schwerwiegender aber ist die Beob- 
achtung, daß in Tuben von größerer Länge stets ein schwaches Rauschen 

— Diese Erscheinung setzt die Sicherheit der Beobachtungen stark 
erab. 

Bei Hörschwellenmessungen im abgeschlossenen Schallfeld, 
d.h. bei dicht ans Ohr gepreßtem Schallgeber, können zwar 
mit relativ einfachen Mitteln die rein akustischen Störungen 
ausgeschaltet werden, doch treten unter Umständen andere Er- 
scheinungen auf, die die Messungen beeinträchtigen. So können 
schwache Induktions- und Geräuschströme'), die einen emp- 
findlichen Schallgeber noch eben hörbar erregen, Täuschungen 
hervorrufen. Eine sehr wesentliche Fehlerquelle ist auch die 
bei mangelhafter Abdichtung auftretende Schalldruckverminde- 
rung, zumal, wenn mit ihr eine Rückwirkung auf den Betriebs- 
zustand der Schallquelle Hand in Hand geht.?) 

Die Schwierigkeiten des letzteren Verfahrens lassen sich 
durch Wahl eines geeigneten Schallgebers sehr stark herab- 
mindern; es sind an diesen hauptsächlich die folgenden beiden 
Anforderungen zu stellen: 

1. Das Übertragungsmaß — d.h. das Verhältnis von er- 
zeugtem Schalldruck zur elektrischen Klemmenspannung — muß 
so gering sein, daß an der Hörschwelle der Betriebsstrom 
wesentlich größer ist als die verbleibenden Störströme. 

2. Das Übertragungsmaß muß für alle Frequenzen stabil 
sein und darf durch geringfügige Änderungen im „Sitz“ des 
Schallgebers am Ohr nicht wesentlich beeinflußt werden. 

Diese Bedingungen erfüllen die Thermophone in aus- 
gezeichneter Weise. Ihr Übertragungsmaß ist wesentlich ge- 
ringer als das der Telephone wohl jeglicher Bauart; da sie kein 
mechanisches Schwingungssystem besitzen, entbehren sie aller 
Labilitäten einer resonanzfähigen Schallquelle. Besonders 
wertvoll ist auch die einfache Auswertbarkeit auf Grund leicht 
zu gewinnender Daten.*) 

Die Untersuchung (II) ergab, daß für exakte Meßzwecke 
nur die drahtbespannten Thermophone in Frage kommen. 
Die systematischen Schwellendruckbestimmungen, über die im 
folgenden berichtet werden wird, sind daher ohne Ausnahme 
mit Drahtthermophonen durchgeführt worden. PTR: 

1) Vel $6. 


2) B. Langenbeck, Pflügers Arch. 226. 8.39.1890. 

3) Wählt man das Hohlraumvolumen nicht zu klein (> 1 cm‘), so 
übt, wie G.v. Békésy gezeigt hat (Ann. d. Phys. [5] 13. S. 126. 1932), 
die Trommelfellnachgiebigkeit praktisch keinen Einfluß auf den Schall- 
druck aus. Es ist also bei der Auswertung so zu verfahren, als ob der 
Hohlraum allseitig starr begrenzt wäre. 
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Die Auswertung der Messungen setzt eine Eichung voraus, über 
die bereits in (II) berichtet wurde; sie läßt sich auf Grund der korri- 
gierten Schalldruckformel [II, Gl. (42)] noch weiter vereinfachen. Da 
nämlich die Temperatur des Leiters nicht mehr selbständig auftritt, ist 
die Bestimmung des Leiterwiderstandes in Abhängigkeit von der Tem- 

_peratur nicht erforderlich; die elektrische Eichung reduziert sich hier- 
durch auf die Feststellung des Thermophonwiderstandes bei dem zur 
Vorheizung verwendeten Gleichstrom. 


Die Versuchsanordnung zur Aufnahme von Schwellen- 
7 druckwerten ist bereits in (Il) beschrieben worden.') Die 
Telephonzelle, in der sich die Versuchsperson während der 
i Messungen befand, hielt den Störschall fast völlig zurück; in- 
folgedessen war es möglich, während ruhiger Stunden auch 
am Tage zu beobachten. Im allgemeinen fanden die Messungen 
am späten Abend statt. 


Die Beobachtungen wurden folgendermaßen durchgeführt: 
Der Versuchsleiter schließt und öffnet den Wechselstromkreis des 
Thermophons in unsystematischer Weise; gleichzeitig reguliert er 
allmählich den in das Thermophon eintretenden Wechselstrom 
herunter. Die Versuchsperson gibt ihm ihre Wahrnehmungen 
durch Lichtsignale an, die durch Niederdrücken einer Taste 
ausgelöst werden; solange sie einen Ton konstatiert, läßt sie 
die Signallampe aufleuchten, sobald ihre Empfindung aufhört, 
läßt sie die Signallampe erlöschen. Dieses völlig geräuschlose 
und die Aufmerksamkeit des Horchenden wenig beeinträchti- 
gende Verfahren hat sich bei den Versuchen sehr gut 
bewährt. 
Der größte Teil der Messungen wurde mit Hilfe eines 
Thermophons durchgeführt, in dessen Kammer zwei ver- 
schieden dimensionierte Wollastondrähte mit getrennten Zu- 
fiihrungen untergebracht sind.?) Es war so möglich, Kontroll- 
bestimmungen ohne Absetzen der Kapsel vom Ohr durchzu- 
führen. Die Reproduzierbarkeit der Einzelwerte ist befriedi- 
gend in Hinblick auf die den Schwellenmessungen ihrer Natur 
nach anhaftende Unsicherheit; die Häufigkeit größerer Ab- 
weichungen vom Mittelwert (> 20°/,) ist gering, Abweichungen 
von mehr als 30°/, treten nur ausnahmsweise auf. 

Fig. 2 gibt eine MeBreihe in graphischer Darstellung 
wieder; es wurden Mittelwerte aus mehreren Messungen ein- 
; getragen. Fig. 3 ist das Audiogramm des rechten Ohres der 
gleichen Versuchsperson. Die Figg. 4 und 5 zeigen noch zwei 


1) Vgl. (I) S. 410. £9 
2) Vgl. (II) 8.427 (,,Doppelthermophon“), 
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Versuchspersonfl Ohr 


= at 

& 


800 7600 
Fig. 3. Schwellendruckkurven Tr 


weitere Beispiele‘) In die Diagramme wurden gemittelte 
Kurven eingetragen, die den Allgemeinverlauf der Schwellen- 
drucke deutlicher hervortreten lassen. 

1) Vgl. hierzu auch die früher veröffentlichte Schwellendruckkurve 
(E. Waetzmann u. W. Geffeken, Phys. Ztschr. 34. S. 234. 1933). Eine 


Schwellendruckkurve von ganz ähnlichem Verlauf hat dann H. Heinze 
(Schalltechnik 6. S. 21. 1933) gefunden. 
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+ 


Versuchsperson 6r,R Ohr 


a 
800 1600 3200 
n(Hiz) 
Fig. 5. Schwellendruckkurven 


a Aus dem gesamten Versuchsmaterial (etwa 1200 Druck- 
_ schwellenwerte, die an zehn normalhérenden’) Personen in dem 


: x 1) Als „normalhörend“ sind hier solche Personen zu verstehen, 
welche im täglichen Leben in ihrer Hörfähigkeit in keiner Weise be- 


_ hindert sind. 
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Frequenzbereich von 200—3000 Hz gewonnen wurden) 

sich „folgendes Bild: Die Druckschwellenwerte fallen von etwa 
10? Dyn/cm? bei 200 Hz bis etwa 10~* Dyn/cm? bei 800 Hz 
ab und verharren in diesem Niveau bis nahe an 3000 Hz 
heran; in der Nähe der letztgenannten Frequenz ist meist 
wieder ein Ansteigen zu beobachten. In dem Bereich ober- 
halb 800 Hz zeigen sich ausgeprägte Schwankungen um die 
gemittelte Kurve. Hörlücken, d. h. Frequenzgebiete, innerhalb 
deren die Druckschwellenwerte sprunghaft um eine Zehner- 
potenz oder mehr von dem der Nachbargebiete abweichen, 
konnten indessen nicht festgestellt werden. 

In diesem Zusammenhang ist über eine auffallende 
physiologische Beobachtung bei den Schwellendruckmessungen 
zu berichten. Bei a = bestimmten Frequenzen in dem 
a Gebiet zwischen 1000 und 2000 Hz 

schon bei Schalldrucken, die wesent- 
_ lich über den Schwellenwerten lagen, 

den Ton als tremolierend. Eine Mög- 

lichkeit zur Erklärung der Erschei- 

nung ist folgende: Das untersuchte 

Ohr besitzt für die dargebotene 

Frequenz eine schmale Hörlücke; es 


H membran stärker erregt, welche den 
6'6" frequenz \eiden benachbarten Frequenzen be- 

Fig. 6 sonders guter Hörfähigkeit entspre- 

Bes tiefeinschneidende Chen (Fig. 6 b° und 6”). Durch 

Hörlücke als Erklärung des Überlagerung der beiden „Neben- 
: „Tremolierens“ töne“ entstiinden dann die Tre- 


werden daher die Nervenendigungen er 
an denjenigen Fasern der Basilar- 


molos. Sehr scharfe Hörlücken — 


TRIERER daher direkt nicht wahrgenommen werden, es wäre 
höchstens ihre Breite (b’—b’) aus der Anzahl der Schwe- 
bungen zu bestimmen. 


85. Bestimmung der Trommelfellimpedanzen 


Für die Berechnung des Übertragungsfaktors ist die 
Kenntnis der beiden Komponenten w und q der Trommelfell- 
impedanz notwendig. Verfahren zur Bestimmung akustischer 
Widerstände sind in den letzten Jahren von mehreren Seiten 
angegeben worden, von denen sich allerdings nur wenige 
speziell für den hier in Frage kommenden Zweck eignen. 
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Als erster bestimmte West!) Ohrwiderstände; die von ihm 
verwendete Methode läßt keinen Schluß über die Phasen- 
zustände direkt vor dem Trommelfell zu, sie kommt also für 
die hier vorliegende Aufgabe nicht in Betracht. v. Békésy?) 
teilt eine vor allem für Messungen bei tiefen Frequenzen an- 
zuwendende Methode mit. Bestimmungen der Ohrimpedanz 
in dem gesamten akustisch wichtigsten Gebiet ermöglicht 
schließlich ein von Tröger?) angegebenes Verfahren; für die 
vorliegende Arbeit wurde daher dieses letztere herangezogen. 

Die Trögersche Methode besteht in folgendem: In den 
Gehörgang der Versuchsperson wird das Ende eines schmalen 
Rohres eingeführt, in dessen anderes Ende ein Telephon 
Schall einstrahlt. Die mechanischen Eigenschaften des Trommel- 
fells beeinflussen die akustischen Vorgänge in der Rohrleitung; 
die Durchrechnung der Verhältnisse auf Grund der akusti- 
schen Leitungstheorie zeigt, daß die Bestimmung des gesuchten 
mechanischen Widerstandes auf Relativmessungen der Druck- 
amplitude und Druckphase in der Entfernung 4/2 vom Schall- 
geber zurückgeführt werden kann. 

Die Versuchsordnung, welche sich in einigen Punkten 
von der von Tröger angewandten unterscheidet, ist in Fig. 7 
dargestellt. Als MeB- 
rohr (M R) dient ein 


Tubus von 6 mm 
lichtem Durchmes- 


ser, dessen Länge 
mit Hilfe exakt an- 
gepaßter Ansatz- und 
Zwischenstücke etwa 
in den Grenzen von 
1—2 Metern beliebig 
verändert werden 


Fig. 7. Anordnung 
Ende ist als Schall- 
quelle das Spezialtelephon von Wente und Thurast) (SQ) 
angebracht, das andere Ende ist mit einer Olive (O) ver- 
sehen, die dicht schließend in den Ohrkanal der Versuchs- 
person eingeführt wird. Zur Bestimmung des akustischen 
Zustandes im Rohr dient ein neuartiges Kompensations- 


1) W. West, Post Office El. Eng. Journ. 21. S. 293. 1929. 

2) G. v. Békésy, Ann. d. Phys. 13. S. 126. 1932. 

3) J. Tröger, Phys. Ztschr. 31. 8. 26. 1930. 

4) E.C. Wente u. A.L. Thuras, Journ. Acoust. Soc. of Am. 3. 
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mikrophon (K M), über das schon an anderer Stelle be- 
richtet wurde’); es ist an dem Ort des ersten Druckbauches 
hinter der Schallquelle eingebaut. Die kleinen Dimensionen 
dieses Instrumentes ermöglichen es, die Meßstelle eng zu be- 
grenzen. Den Wechselstrom zum Betrieb sowohl der Schall- 
quelle als auch zur Durchführung der Kompensation der 
Membranbewegung des Kompensationsmikrophons liefert ein 
Überlagerungssummer (Ü). Zur Regelung des Kompensations- 
stromes nach Amplitude und Phase dient ein Geygerscher 
Schleifdrahtkompensator (K)?); an seinem Ausgang liegt ein 
zweistufiger Verstärker (V,), der einen hohen Eingangswider- 
stand besitzt, so daß er die an den Schleifdrähten abgegriffene 
Spannung verstärkt, ohne das Meßsystem zu belasten. 

Das Kompensationsmikrophon enthält einen kleinen Kon- 
densator, dessen Belegungen einerseits von. der Membran, 
andererseits von einer festen Gegenplatte gebildet werden; 
dieser Kondensator ist an die Rieggersche Schaltung der 
„halben Resonanzkurve“ angeschlossen (R A), an deren Aus- 
gang ein dreistufiger Verstärker (V,), hinter diesem eine 
Drosselkette (D K) und schließlich ein Telephon (T) liegen. 
Ist die Membran des Kompensationsmikrophons in Ruhe, so 
schweigt das Telephon. Diese Vorrichtung ermöglicht eine 
sehr genaue Überwachung der Kompensation. 


Das Verfahren besteht nun darin, die den Schalldrucken 
an der Meßstelle der Rohrleitung proportionalen zur Kompen- 
sation erforderlichen Spannungsvektoren für eine Reihe von 
Rohrlängen zu bestimmen. Die Spitzen der Vektoren ordnen 
sich auf Kreisen an: der dem Koordinatenanfang am ent- 
ferntesten liegende Punkt ist einer Resonanzrohrlänge zu- 
geordnet, der dem Koordinatenanfang am nächsten liegende 
Punkt entspricht maximaler Verstimmung. Da der Dämp- 
fungsverlust in dem schmalen Rohr von der Größenordnung 
der Absorption des Trommelfells ist, hat jeder Aufnahme am 
Ohr eine Meßreihe bei hartem Abschluß vorauszugehen, aus 
der die Dämpfung im Rohr bestimmt wird. 

Die Sicherheit der Messungen ist von einigen Maßnahmen _ 
abhängig, die streng zu wahren sind. Undichtigkeiten des 
Meßrohres können die Resultate völlig verfälschen, besondere 
Sorgfalt wurde daher der Einpassung des Rohrendes in den 


1) W. Geffcken, ENT 10. S. 39. 1933; Phys. Ztschr. 34. 8. 237. 
1933. 

2) Der Meßbereich des Kompensators konnte nach Einbau eines 
zusätzlichen Ausgleichswiderstandes über 1500 Hz hinaus erhöht werden. 
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_ tude, die Abgleichspunkte liegen dann also symmetrisch zu den Skalen- 


_ Kernes für sich getrennt untergebracht sind. 
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Gehörgang der Versuchsperson gewidmet. Durch Wahl ge- 
eigneter Oliven, die den individuellen Eigentümlichkeiten der 
Ohréffnung angepaßt waren, konnte in den meisten Fällen 
eine gute Abdichtung erzielt werden. 

Wichtig ist ferner die Vermeidung von Kopplungserschei- 
nungen zwischen Schallgeber und Rohr; aus diesem Grunde 
wurde das oben erwähnte Spezialtelephon, das bis zu hohen 
Frequenzen ein nahezu konstantes Übertragungsmaß besitzt, 
als Schallquelle benutzt. Abweichungen des Abstandes zwischen 
Schallgeber und erstem Druckbauch von dem Wert 4/2 wurden 
zunächst bei tieferen Frequenzen beobachtet. Durch Einfügen 
einer Metallscheibe, die in ihrer Mitte mit einer sehr schmalen 
Bohrung (Durchmesser 0,6 mm) versehen war, zwischen Telephon 
und Rohr konnte diese Erscheinung innerhalb des Meßfrequenz- 
bereiches fast völlig beseitigt werden; die dem Rohr zugewandte 
Offnung bildet dann die eigentliche Schallquelle’), deren 
Impedanz auch für die tieferen Frequenzen hoch ist. 

Zur elektrischen Entstörung wurden alle die Maßnahmen 
durchgeführt, welche Tröger in seiner oben angeführten 
Arbeit beschreibt. Von großer Wichtigkeit ist hierzu auch 
die Wahl eines geeigneten Isoliertransformators zwischen Über- 
lagerer und Kompensator; da nämlich der Sender durch die 
Batterien einpolig geerdet ist, muß ein kapazitiver Nebenschluß 
über die Erdung des Wechselstromkompensators durch einen 
lediglich induktiv übertragenden Transformator unterbunden 
werden?) Ein empfindliches Kriterium auf die Beseitigung 
elektrischer Störungen stellt der Nullabgleich am Kompensator 
bei nicht akustisch erregter Membran des Kompensations- 
mikrophons dar. Es müssen dann im abgeglichenen Zustand 
beide Kontakte auf den Nullpunkten der Skalen stehen. 

Bei tiefen Frequenzen ist diese Forderung gut zu erfüllen; bei den 
'höheren Frequenzen (oberhalb 1000 Hz) verschieben sich dagegen die 
Abgleichstellungen gegenüber den Nullpunkten um einige Skalenteile. 


Bei Kommutierung des Kompensatoreinganges oder -ausganges dreht 
sich die Phase der Störspannung um 180° bei gleichbleibender Ampli- 


nullpunkten auf den entgegengesetzten Skalenhälften. Die Zuverlässig- 
keit der Ablesungen ist in keiner Weise beeinträchtigt, sofern man die 


1) Diese Vorrichtung wurde bereits von M. Thiesen (Ann. d. 
Phys. [4] 25. 8. 506. 1908) unu später von F. Himstedt u. R. Widder 
(Ztschr. f. Phys. 4. S. 355. 1921) für Präzisionsmessungen der Schall- 
geschwindigkeit angewendet. 

2) Vgl. hierzu W.Geyger, Arch. f. Elektrot. 17. S. 224. 1927. Sehr 
ee erwies sich der zerlegbare Transformator der Fa. Leybold-Köln, 
bei dem Primär- und Sekundärwicklung auf den beiden Schenkeln des 
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_ Abgleichstellen bei akustisch nicht erregter Kompensationsmembran als 
Nullpunkte der Messungen betrachtet. Die Abweichungen von den 
Skalennullpunkten stellen die zur Kompensation der Störung notwen- 
digen Spannungsvektoren dar; es wurden daher vor jeder Messung diese 
Nullpunktskorrekturen bestimmt. 

Einer besonderen Prüfung wurde die Frage unterworfen, 
ob etwa eine Beeinflussung der Nullabgleichapparatur (Kon- 
 densator des Kompensationsmikrophons und Riegger-Schaltung) 
durch den kompensierenden Strom (Elektromagnet des Kom- 
pensationsmikrophons) statt- 
findet. Hierzu wurde die Mem- 
bran des Mikrophons durch 
eine dicke, also nicht schwin- 
gungsfähige Eisenscheibe er- 
setzt: Das Abhörtelephon 
schwieg nunmehr auch bei 
starker Erregung des Elek- 
tromagnetsystems vollständig. 
Bei der normalen Anordnung 
beruht also der volle Effekt 
auf den Schwingungen der 
Membran. 


Um schließlich die ganze 
Versuchsanlage zu kontrollie- 
ren, wurde sie zur Bestimmung 
des Absorptionskoeffizienten 
eines Materials benutzt, das 
bereits nach einer anderen Me- 
thode bei senkrechter Schall- 
inzidenz untersucht worden 
war. Es ergab sich hierbei 
Übereinstimmung bis auf 1,4°/,. 


‚/mpedanzdiagramm 
der Versuchsperson K 00 In Fig. 8 ist ein charak- 
(hnkes Ohr) 3 . 
teristisches Beispiel für eine 
us Fig. 8 Ohrimpedanzaufnahme wieder- 
Er egeben. Für die tiefsten Fre- 
geg 


_ quenzen ist die Impedanz vorwiegend elastisch und sehr groß, 
das Trommelfell wirkt nahezu als Druckempfänger. Die Kurve 
durchläuft zwischen 600 und 700 Hz eine Schleife, der 
bei höheren Frequenzen weitere sich zum Teil ineinander 
schlingende Schleifen folgen; der Kurvenzug überschreitet 
hierbei die reelle Achse. 

Der Vergleich dieses Diagramms mit dem entsprechenden 
Trögers läßt als gemeinsames Charakteristikum einen scharfen 
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erhebliche Abweichungen voneinander. 


anzusehen ist. 


muskel (Tensor tympani) willkürlich zu spannen. 


das Spannen um etwa 30°/,. 


v. B&ekesy?) beobachtete eine Impedanzzunahme, wenn 
auf das Ohr von außen ein stationärer Überdruck ausgeübt 
wird. Es liegen dann ganz analoge Verhältnisse vor wie hier, 
denn auch in diesem Fall ist das Trommelfell über das nor- 


male Maß nach dem Innenohr hin vorgespannt. 
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Abfall der elastischen Blindkomponente mit steigender Fre- 
quenz in den tieferen Tonlagen und der komplizierte ver- 
schlungene Verlauf in dem Gebiet höherer Frequenzen er- 
kennen. Infolge der individuellen Verschiedenheiten der unter- 
suchten Ohren zeigen im einzelnen die Impedanzkurven 


Die Temperaturbeeinflussung der Luft im Rohr durch den Körper 
der Versuchsperson verändert — zumal bei höheren Frequenzen — die 
akustische Phase vor dem Trommelfell; die Einzelablesungen am Kom- 
pensator wurden daher möglichst rasch durchgeführt und stets nach 
einer kleinen Pause, während der die Versuchsperson ihr Ohr vom 
Tubus entfernt hielt, kontrolliert. In den meisten Fällen ergab sich 
zwischen diesen beiden Messungen vollständige Übereinstimmung. Die 
Olive konnte — wie hieraus ebenfalls hervorgeht — nach jeder Unter- 
brechung wieder in die gleiche Lage zum Trommelfell gebracht werden. 

Eine der Versuchspersonen besitzt ein Ohr, welches in- 
folge einer Mittelohreiterung vor langer Zeit ertaubte; eine 
neuerlich erfolgte ohrenärztliche Untersuchung ergab, daß das 
Trommelfell völlig verwachsen ist. Die Impedanzaufnahme 
zeigte nun, daß sich dieses Ohr genau so wie ein starrer, 
hart abgeschlossener Kanal verhält; damit ist ein experimen- 
teller Beweis für die von v. Békésy') theoretisch begründete 
Annahme geliefert, daß der Gehörgang als akustisch starr 


Eine andere Versuchsperson hat die Fähigkeit, den Ohr- 
Impedanz- 
aufnahmen bei normalem und bei gespanntem Trommelfell 
zeigten eine starke Veränderung der Blindkomponente (q), 
während die Wirkkomponente (w) weit weniger beeinflußt 
wird (Tab. 1). Der Übertragungsfaktor verringert sich durch 


Tabelle 1 
Versuch | w | q u 
 ‘Trommelfell normal. . . . 8 | —19,7 0,460 
; va gespannt . . . 97 58 0,314 


1) G. v. Békésy, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 51. 1932. 
2) G.v. Békésy, Ann. d. Phys. [5] 18. S. 126. 1932. 
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86. Ergebnisse; Kritik 


In Tab. 2 sind Schwellendrucke, Übertragungsfaktoren, 
Reizschwellen (L) und Empfindlichkeitswerte (1/L) der Versuchs- 
person K. zusammengestellt. Aus dieser Übersicht geht in 
erster Linie hervor, daß die Ohrempfindlichkeit bei tieferen 
Frequenzen keineswegs sehr stark gegenüber den Werten bei 
mittleren Hörfrequenzen abfällt, sofern man die Aufnahme- 
fähigkeit des schwingungsfähigen Ohrapparates in Betracht 
zieht. Für die tiefen Tonlagen besitzt das Trommelfell eine 
höhere Steifigkeit, der in das innere Ohr gelangende Energie- 
anteil ist geringfügiger als bei mittleren Frequenzen. 


Tabelle 2 
Versuchsperson K., linkes Ohr 


L E=1/L 
n Pott. u erg em?/see 
Dyn/cem? 
7 em?/see | erg 

300 1,4-10=8 0,058 9,1-10-° 1,1-10° 
400 6,7-10-4 0,084 3,0.10-10 3,3-10° 

500 4,1-10~* 0,096 1,3-10—" 7,7+10° 

600 1,8-10-* 0,153 4,0-10—" 2,5+10"° 

700 2,0-10-* 0,149 4,8-10—"! 2,1.10'° 

800 1,4-10~* 0,162 2,6-10- 3,9-107° 

900 1,8-10—* 0,185 4,9.10=41 2,1-10" 
1000 1,3-10~* 0,208 2,8-10—" 3,5-10% 
1100 1,1-10-¢ 0,278 2,7.10- 3,7.10% 
1200 8,2-10-5 0,439 2.4-10-1 4,2-10' 
1300 7,0-10-5 0,555 2,2.10=4 4,6.1010 
1400 8,2105 0,540 2,9-10- 3,4.1010 
1500 9,8. 10-5 0,510 3,9.10= 2,5.101 
1600 1,8-10~* 0,460 4,2+10—1° 8,3-10° 
1800 1,4-10=4 0,370 5,8.10=11 1,7-10 
1900 1,5-10-* 0,690 1,2-10-1° 8,0-10° 
2200 1,7-10-4 0,570 1,3-10—” 7,5-10° 


Zehnerpotenzen größer als die der Untersuchung (I).') 
Daß dieser auffallende Unterschied nicht etwa auf einer indi- 
_ viduellen Eigentümlichkeit der untersuchten Ohren beruht, 
zeigten vergleichende Messungen nach beiden Methoden an 


denselben Versuchspersonen. 


1) Neuerdings teilt H. C. Huizing (Dissert. Groningen 1932) Hör- 
_ schwellenwerte mit, welche in guter Übereinstimmung mit den Ergeb- 
nissen (I) stehen. H. benutzte ebenfalls elektromagnetische Telephone, 
deren Membranamplitude er mit Hilfe eines empfindlichen Hochfrequenz- 
verfahrens bestimmte. Die Impedanz des Trommelfells wird nicht be- 
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einem Instrumentenwiderstand von 60 2; hieraus ergibt sich 


viel ungünstiger liegen die Verhältnisse für Messungen mit 


bis zu 2,5. 101° Amp. herab, bei einem (reellen) Widerstand 
von 2000 2, so daß teiz./östat. ~ 1 wird. Empfindlichkeiten von 


een 


eines hinreichend unempfindlichen Schallgebers ausgeschaltet 


aus den spontanen Druckschwankungen der Luft als unmittel- 
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Im § 4 wurden Bedingungen aufgestellt, denen ein Schall- 
geber genügen muß, um sichere Hörschwellenmessungen in 
Ohrlage zu ermöglichen. Von großer Wichtigkeit ist vor 
allem der erste der an jener Stelle genannten Punkte. In 
welchem Maß er erfüllt ist, ergibt sich durch Vergleich der 
Reizströme (%,ei,) mit den Störströmen. Setzt man die rest- 
lose Ausschaltung induktiver Beeinflussungen des Meßkreises 
durch andere Stromkreise voraus, so verbleiben dennoch die 
sog. „Geräuschströme“, die als Folge der im Schallgeber- 
leiter vorhandenen Wärmebewegung der Moleküle und freien 
Elektronen auftreten. Nach Johnson!) sind die statistischen 


Schwankungen von der Größenordnung ist, = = (R Leiter- 


widerstand). Als Kriterium fiir die Eignung einer Methode 
zu Hörempfindlichkeitsbestimmungen kann also der Quotient 
treiz./tstat. angesehen werden. 

Bei den Thermophonmessungen waren die geringsten 
Reizstréme, welche beobachtet wurden, etwa 5-10~® Amp. bei 


breiz./Üstat. ~ 3,5 - 10%. Das Thermophon ist also so unempfind- 
lich, daß Störungen dieser Art nicht auftreten können. Sehr 


Resonanztelephonen. Die in (I) bestimmten Reizströme reichen 


der Größenordnung der mit Hilfe von Thermophonen gefun- 
denen Werte sind mit Resonanztelephonen daher prinzipiell 
nicht erreichbar; offenbar war die Hörschwelle durch Störungen 
der beschriebenen Art bei den Telephonmessungen verdeckt.?) 

Kann auch der Einfluß der Geräuschströme durch Wahl 


werden, so besteht doch eine unverrückbare Grenze, über die 
hinaus keine Messungen mehr möglich sind; sie ergibt sich 


barer Begleiterscheinung der Brownschen Molekularbewegung. 
Sivian und White’) fanden für die mittlere Druckschwankung: 


P = Dyajem?. 


1) I. B. Johnson, Phys. Rev. [2] 32. S. 97. 1928. Der Effekt kann 
nach H. Nyquist (Phys. R, [2] 32. S.110. 1928) zur Berechnung der 
Boltzmannschen Konstante dienen. 

2) Auch die Bedingung (2) § 4 entscheidet zugunsten der Thermo- 
phonmethode. 

3) L. J. Sivian u. $. D. White, Journ. of the Acoust. Soc. of 
Am. 4. 8. 306. 1933. 
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ö. Folge. 


An der Hörschwelle verschwindet das Unterscheidungsvermögen 
für Reize verschiedener Frequenz; es sind daher als Grenzen 
f, bzw. f, die Frequenzen einzusetzen, welche das Gebiet 
maximaler Hörempfindlichkeit umfassen, ‘d. h. den Bereich, in 
dem die Schwankungserscheinungen eine Rolle spielen. Sivian 
und White nehmen f, = 1000 Hz und f, = 6000 Hz an; mit 
diesen Werten ergibt sich P = 5-10~° Dyn/cm?. 


N Die obere Grenze ist offenbar sehr hoch gegriffen und beruht auf 
_ Messungen im freien Schallfeld, bei denen insbesondere durch die Reso- 
 nanzen des Gehörganges bei 3000 und 6000 Hz') eine Schalldruck- 


_ erhéhung vor dem Trommelfell stattfindet. Setzt man /, = 3000 Hz — 
was für Messungen im ngesiklenmenen Schallfeld sicher nicht zu tief 
ist — so errechnet sich P = 1,8-10~* Dyn/em?. 
In den vereinzelten Fällen ergaben sich bei den Schwellen- 
drackmessungen Werte bis herab zu 5-10—5 Dyn/cm?, also bis 
an die Grenze 
der Störeinflüsse; 
immerhin waren 
auch diese ex- 
tremen Resultate 
noch innerhalb 
des oben (§ 4) an- 
gegebenen Feh- 
lerbereiches re- 
produzierbar. Es 
kann daher fest- 
gestellt werden, 
daß die Empfind- 
7 lichkeit sehr guter 
Ohren bis in die 
Nähe der stati- 
stischen Schwan- 
200 40 300 100 3200 kungen des Luft- 
— Hz druckes reicht, 
Fig. 9. Empfindlichkeit des linken Ohres d. h. bis zur 
der Versuchsperson K. im Vergleich Grenze, unter- 
zur M. Wien schen Kurve halb derer von 
akustischen Vorgängen im eigentlichen Sinne nicht mehr die 
Rede sein kann. In Fig.9 ist die Empfindlichkeitskurve der Ver- 
suchsperson K und die Kurve von Wien?)eingetragen. Beieinem _ 
Vergleich der Empfindlichkeiten muß die Verschiedenartigkeit _ 
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1) G.v. Békésy, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 55. 1932. 
> M. Wien, Pflügers Archiv 97. S. 1. 1903. 


der ihnen zugrunde liegenden Definitionen®) berücksichtigt werden. 3 ; 
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Die Umwertung der Wienschen Werte auf die dieser Arbeit 
zugrunde gelegte Begriffssetzung würde einerseits mit Hilfe der 
v. Békésyschen Korrekturen!) in dem “Gebiet der höheren 
Frequenzen die Empfindlichkeiten verkleinern; andererseits käme 
durch Einführen der Übertragungsfaktoren eine Vergrößerung 
der Empfindlichkeiten bei tiefen Frequenzen zustande. Zu- 
sammengenommen hätten diese Maßnahmen also einen wesent- 
lich flacheren Anstieg der Empfindlichkeitskurve zur Folge. 

Dieses Resultat ist vor allem in Hinblick auf ein Be- 

denken interessant, welches vor langer Zeit Wien auf Grund 
seiner Ergebnisse gegen die Resonanztheorie des Hörens erhob 
und das bis jetzt noch nicht zerstreut werden konnte.?2) Wien 
ging hierbei von einer grundlegenden Äußerung aus, die 
v. Helmholtz in seinem Werk über die Tonempfindungen 
macht. Es heißt dort’): „Wird ein einfacher Ton dem Ohr 
zugeleitet, so müssen diejenigen Cortischen Bögen, die mit 
ihm ganz oder nahe hin im Einklang sind, stark erregt werden, 
alle anderen schwach oder gar nicht. Es wird also jeder ein- 
fache Ton von bestimmter Höhe nur durch gewisse Nerven- 
fasern empfunden, und verschieden hohe Töne werden ver- 
schiedene Nervenfasern erregen.“ Wien wandte hiergegen ein, 
daß die gegenüber dem dargebotenen Ton stark verstimmten 
Fasern keinesfalls in vollständiger Ruhe verharren können, 
sondern — wenn auch mit sehr kleiner Amplitude — er- 
zwungene Schwingungen ausführen. Eine kleine Amplitude 
an einer Stelle hoher Nervenempfindlichkeit kann aber u. U. 
eine stärkere Empfindung hervorrufen als eine große Amplitude 
an einer Stelle geringer Nervenempfindlichkeit. Wien hatte 
nun zwischen den tieferen und den mittleren Tonfrequenzen 
ganz enorme Empfindlichkeitsunterschiede gefunden; es erschien 
daher unverständlich, daß tiefe Töne subjektiv überhaupt als 
 solehe wahrgenommen werden können und nicht durch hohe 
Tonempfindungen verdeckt werden.‘) 

Gegen diese Beweisführung ist einzuwenden, daß die 
Wienschen Empfindlichkeitswerte keineswegs mit den Nerven- 
empfindlichkeiten identifiziert werden dürfen, da die ihnen zu- 

_ grunde liegende Definition sich ausdrücklich auf die Vorgänge 


1) G. v. Békésy, Ann. d. Phys, [5] 14. S. 51. 1932. 

2) M. Wien, Wüllner-Festschrift S. 28 (Leipzig bei Teubner 1905). 

3) H. v. Helmholtz, Tonempfindungen S. 243. 

4) O. Fischer (Ann. d. Phys. [4] 25. S. 118. 1908) versuchte den 
Widerspruch auf Grund anatomischer Befunde am inneren Ohr zu lösen; 
doch mag es zweifelhaft erscheinen, ob allein aus dem Aufbau des 
inneren Ohres sichere Schlüsse über die subtilen Einzelheiten der Hör- 
vorgiinge gezogen werden dürfen. 
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im freien Schallfeld bezieht und die Schallaufnahme durch das 
äußere Ohr außer acht läßt. Die den vorliegenden Ergebnissen 
zugrunde liegende Definition verbürgt eine weit bessere Näherung 
an die Nervenempfindlichkeit. Der Verlauf der Kurve K (Fig. 8) 
dürfte jedenfalls nicht mehr im krassen Widerspruch zur 
Resonanztheorie stehen; um jedoch über diese Frage volle 
Klarheit zu erlangen, wären noch eingehende Messungen bei 
den Frequenzen unterhalb 300 Hz erforderlich, da in diesem 
Gebiet die Steilheit der Wienschen Kurve am größten ist. 


§ 7. Zusammenfassung 


E Die Reizschwelle der Hörempfindung wird aus zwei von- 
einander unabhängigen Versuchsreihen bestimmt, nämlich aus 
Druckschwellen- und Trommelfellimpedanzmessungen. Die 
Druckschwellen werden mit Hilfe von Thermophonen ermittelt, 
deren Theorie (Wente) in einer früheren Arbeit (II) geprüft 
tnd verbessert wurde. Zur Bestimmung der Trommelfell- 
impedanzen diente die Methode von Tröger. 

Die Empfindlichkeiten der untersuchten Ohren liegen in der 
Größenordnung 10°—10!° [cm?sec/erg] innerhalb des Frequenz- 
bereiches 300—2200 Hz. Auffallend sind die ausgeprägten 
Schwankungen der Empfindlichkeiten um eine gemittelte Kurve 
(Fig. 9). Es werden die durch statistische Schwankungs- 
erscheinungen eventuell zustande kommenden Störungen näher 
erörtert. Die Hörempfindlichkeit einiger Beobachter ist für 
bestimmte Frequenzen so groß, daß die Grenze der spontanen 
Luftdruckschwankungen nahezu erreicht wird. Es wird dar- 
gelegt, daß der Einfluß der Trommelfellimpedanzen auf den 
Verlauf der Empfindlichkeitswerte zur Überwindung eines 
Bedenkens beitragen dürfte, das Wien auf Grund seiner 
Messungen gegen die Resonanztheorie des Hörens erhob. 


Herrn Professor Waetzmann bin ich für die Anregung 
zu der Arbeit, für seine wertvollen Ratschläge und für seine 
Teilnahme an zahlreichen Versuchsreihen zu großem Dank ver- 
pflichtet. Besonderen Dank schulde ich weiterhin den Herren 
Dr.K.Schuster, Dipl.-Ing. L. Keibs und cand. ing. E. Franke. 

Ein Teil der Versuchsanlagen konnte aus Mitteln der 
Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft und der Helm- 
holtzgesellschaft bestritten werden; die Notgemeinschaft ge- 
währte mir zudem ein Forschungsstipendium. Beiden Stellen 
danke ich für ihre wertvolle Unterstützung bestens. 


Breslau, Physik. Institut der Technischen Hochschule. 
(Eingegangen 10. Februar 1934) 


= 
| 
‘ 
= 
j 
a } 
; 


Eine Erweiterung der dynamischen Theorie 
der Réntgenstrahlinterferenzen 


A 


(Mit 8 Figuren) 


In der dynamischen Theorie, wie sie zuerst von Ewald?) 
dargestellt wurde, wird die Vorstellung benutzt, daß in einer 


Reihe von Punkten der Kristallgitterzelle Dipole sich befinden, 
die eine Streuung der einfallenden Röntgenstrahlung bewirken. 
Die neueren Messungen an Röntgenstrahlen und die neuere 
Atomtheorie führen zu der Erkenntnis, daß die Elektronen- 
ladungen die Zelle fast kontinuierlich erfüllen, und die nega- 
tiven Ladungen überall eine gewisse Dichte haben, die unter 
dem Einfluß eines elektrischen Feldes Schwankungen erfährt. 
Die positiven Ladungen, die in den Atomkernen konzentriert 
sind, nehmen wegen der großen Kernmasse an der Streuung 
nicht teil, und man kann daher fingieren, daß sie nicht in den 
Kernen konzentriert, sondern irgendwie anders verteilt sind. 
Nur muß man daran festhalten, daß die positiven Ladungen 
von der Welle nicht in Bewegung gesetzt werden können. 
Man denke sich die Ladungen so verteilt, daß im feldfreien 
Zustand die positiven Ladungen die negativen überall genau 
kompensieren. Ein elektrisches Feld ruft dann in jedem 
Raumpunkt eine elektrische Polarisation hervor, deren Größe 
mit der Feldstärke durch eine von Ort zu Ort wechselnde 
Dielektrizitätskonstante zusammenhängt. In der neuen Laue- 
schen Form?) der dynamischen Theorie wird nun die Annahme 
gemacht, daß dieser fingierte Körper, durch den der Kristall 
ersetzt wird, eine skalare räumlich veränderliche Dielektrizitäts- 
konstante, die entsprechend der Kristallgittertheorie als drei- 
fach periodische Funktion angesetzt wird, hat. r 


1) P.P. Ewald, Phys. Ztschr. 26. 8. 29. 1925; Ann. d. Phys. 54. 
S. 519 u. 557. 1917; Ztschr. f. Phys. 2. S. 332. 1920; 30. S.1. 1924; 
Handb. d. Phys. XXIII/2. S. 285. 


S. 133. 
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2) M. v. Laue, Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften 
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Diese Annahme der skalaren Funktion hat sicher den 
orzug der Einfachheit, aber es fragt sich, ob sie von der 
Natur verwirklicht wird. Bei kubischen Kristallen ist das 
sicher der Fall, während man wohl im allgemeinen die Di- 
_ elektrizitätskonstante als symmetrischen Tensor darstellen muß, 
essen Komponenten als dreifach periodische Funktionen an- 


“uy 


”, die die Fourierkoeffizienten in dieser Entwicklung 
sind, können selbst nicht mehr vom Ort abhängig sein, d.h. 
die Tensoren e, sind nicht durch die Raumgruppe bestimmt, 
sondern hängen nur noch von der Punktgruppe, zu der der 
i betreffende Kristall gehört, ab. Da aber der Tensor ¢, dessen 
_ Fourierkoeffizienten die Tensoren &, sind, sich nach denselben 
Gesetzen wie die ¢, transformiert, muß er auch dieselben 
_ Symmetrieeigenschaften zeigen wie diese, d. h. der Tensor & 
ist nur eine Funktion der Punktgruppe. 

Es soll nun hier die dynamische Theorie entwickelt 
werden unter der Voraussetzung, daß eine tensorielle Dielek- 
trizitätskonstante vorliegt, und es soll untersucht werden, 
welchen Einfluß diese Annahme auf die Ewaldsche Korrektur 
am Braggschen Gesetz hat. 

Das elektromagnetische Feld werde gekennzeichnet durch 
die elektrische Verschiebung # und die magnetische Feld- 
stärke 9. Zu dem oben definierten dreifach periodischen 
Tensor & in (1) läßt sich ein Tensor &”! derart zuordnen, daß 


EF (Einheitsmatrix) 
das bedeutet örA, 
Die für die Streuung verantwortliche Größe ist die Po- F 


larisation B = (1 — 87!) # und man stellt daher auch die Größe 
y — 1 als dreifache Fourierreihe dar. 


definiert durch 
(a, b,) (@, ß 
Setzt man nun: 


ape = (6,1) b, = >™ b, 


n=1 
und m, ganze Zahlen 


=s -@ 


te 
gesetzt werd 
1 
% 
: 
% gr Sind a,, a,, a, primitive Translationen des Gitters, so sind 
die zugehörigen Grundvektoren des reziproken Gitters b,,b,, 6, 
PR: rs 
: 


als 1 ist, hat we” überall dasselbe Vorzeichen, und so gelten 
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wo t der Radiusvektor von einem beliebigen Gitterpunkt zum 
Aufpunkt ist,.so ändert sich beim Fortschreiten zum Punkte 


3 
t+ b, ganze Zahlen) 


n=1 


der Exponent von e-?=’(d%„%) um die ganze Zahl S'm, 1, 


multipliziert mit 2 ri; die e-Funktion bleibt also unverändert. 
Es ist daher jedes Glied der dreifachen Summen periodisch 


Die Fourierkoeffizienten sind gegeben durch 


1 
3) ev ty dy, 
w Ym (ay, @,, As) 


Die Raumintegration wird über die Gitterzelle erstreckt, deren 
Inhalt (a,, a,, a,) ist. 
Sieht man von Absorption ganz ab, so ist &“” und damit 


ye” reell. Deswegen sind dann y/” und yw’ konjugiert 


komplex. Da der Brechungsindex der Röntgenstrahlen kleiner 

die Ungleichungen: 

| | | v | 

(4) fw {2% (6, do| =| dol 
also: 

| = (f COS {2 dv) 

+ ( [wm sin 2 


In $1 wird außer der Fourierentwicklung für y = 1 — e~ 
auch die für e”! gebraucht. Es ist: 


m 

und 


§1. Die dynamische Grundgleichung 


; Die Maxwellschen Gleichungen fiir das fingierte Medium, 
die aber in Anwendung auf Schwingungen mit denen fiir das 
wirkliche Medium identisch sind, lauten: 
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Die Gleichungen 


dv#=0, div H = 0 


sind für Schwingungsvorgänge in den beiden ersten Gleichungen 
enthalten. Es handle sich um monochromatische Schwingung 
von der Frequenz ». 
Die Lösung der Maxwellschen Gleichungen wird in der 
folgenden Form gesucht: Bi 5 


erivt > 


(8) 
| = Done 
wo 8 > 
(9) 
ist. 


Jedes Glied dieser dreifachen Summen stellt eine ebene 
Welle dar, welche in der Richtung me RT 8, fort- 
schreitet, die Geschwindigkeit ER 


(10) = 


hat, und der der Brechungsindex 


(11) n= — =~ 


v v 


entspricht. Alle dabei auftretenden Richtungen und Ge- 
schwindigkeiten sind durch Gl. (9) miteinander verkniipft. 
Nur $, ist ein Vektor, über dessen Richtung und Betrag 
noch verfügt werden kann. Die Verwendung des obigen An- 
satzes (8) in Verbindung mit der Laueschen und Ewald- 
schen Theorie wird gerade Aussagen über den Vektor &, 

liefern. 

Nach dem Ansatz (8) ist nun 


rot 9 = [9.8 », 


[4 


der Gl. (7) erhält man zwei Fourierreihen, die m 
tisch im Ortsvektor t miteinander übereinstimmen sollen; 
daraus folgt: 


4 
| 
| 
( 
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und dabei ist x = 


AuBerdem ist nach 


(13) (19) = 


Dabei bedeutet “19 ) bzw. (p’ 9) den Vektor, der durch 
Multiplikation des Tensors e~! bzw. y’ mit dem Vektor * 
hervorgeht. Nach (9) gilt ; 


(8) unter Berücksichtigung von (6): 


und man führt daher m=p-+q als neuen Summations- 
buchstaben ein. Damit geht Gl. (13) über in aud 3 

Ebenso gilt 5 

rot 7) = 2 ni > 2.2 (w, 221 (8m?) 
m q 


% 
c m 


übereinstimmen, und daraus folgt: 
x: 


ich ( (12), so erhilt man 
= (8 


q 


Durch Umformung entsteht daraus 


(2, $,)) 


Pr 
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Nun ist 9 — Se 8) 


die zu &,, senkrechte Komponente von ®, 
die mit Bin bezeichnet werden soll. Führt man nun noch 
nach (6) die yw, an Stelle der yj, ein, so wee 4 man die 
Dynamischen Grundgleichungen : 


- 
(16) => (w, em] 
m q 


Der Ansatz (8) ist eine Lösung der Max wellschen Gleichungen, 
wenn zwischen den +, und den $, diese Relationen bestehen. 

Die Grundgleichungen gehen in die bei Laue’) über, sobald 
man  skalar annimmt; denn dann ist der Vektor (w„_,%,) 
parallel zu #,, und schreibt sich: 


An dieser Stelle RE man außerdem auf einfache Weise 
zur Ewaldschen Darstellung zurück. Nach Ewald ist die 
Dielektrizitätskonstante überall gleich 1; nur in den Gitter- 
punkten ist sie von 1 verschieden. Dort ist 


on 
m 
Damit wird 


Wegen kann man statt nun e- schreiben, 
wenn man die auf bezieht. Nun ist 


und damit geht die N über in 


m 


¥ 
4 
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2 
Rae M. v. Laue, Ergebn. der exakten Naturwissenschaften X, 8.139. 
4 


Diese Gleichung stimmt mit der Ewaldschen überein, 
man setzt 


(17) 

die kleinen ‚Größen &, außerdem muß man 
b =fa — definieren. 


$2. Über die Lösungsmögliehkeiten 


Die unendlich vielen linearen Gl. (16) mit den unendlich 
vielen Unbekannten %, lassen sich allgemein wohl kaum lösen, 
aber zu angenäherten Ergebnissen kann man unter Verw 
der elementaren Laueschen Theorie gelangen. 

Diese Theorie gibt als Zusammenhang zwischen dem oe 
Strahl 8,, der als einfallender Strahl aufgefaßt wird, und dem 
abgelenkten Strahl 8, (beides sind Einheitsvektoren) die folgende 
Beziehung an: 

Diese Gleichung kann im reziproken Gitterraum geometrisch | 
interpretiert werden. Man ziehe vom Nullpunkt des Gitters. 


\ \ 


aus den Vektor OP = — x8, und schlage um den Punkt P eine 
Kugel mit dem Radius x. Die obige Gleichung sagt aus, dab 
ein Interferenzstrahl 3%, nur dann zustande kommt, wenn der 


angeregt werden, wie Gitterpunkte auf der so gezeichneten 


Kugel liegen. 
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Man muß nun nach Ewald fordern, daß die dynamische 
Theorie den Aussagen der elementaren Theorie Rechnung 
trägt, und mit ihr so weit wie möglich übereinstimmt. Die 
metrischer Interpretation zufolge der Gleichung 

8, =b 

Nur wird man darauf verzichten miissen, die geometrischen 
Bedingungen in aller Strenge zu erfüllen, und wird diese 
Forderung ersetzen durch die Aussage: solche Gitterpunkte 


liegen. Aus den Grundgleichungen (16) ersieht man nämlich, 
daß 9, sehr klein gegen alle anderen 9, sein muß, wenn 
2 2 
a groB ist gegen die AS. Auf diese Weise wird 
eine Auswahl getroffen unter den in der Grundgleichung auf- 
tretenden unendlich vielen Strahlen &,. Es sei N die Anzahl 
der in Betracht zu ziehenden Strahlen, d. h. in der Grund- 
gleichung (16) sind nur die 8, 8ı... 8y_-ı und entsprechend 
die 9%, #ı...&y_-ı von Null verschieden. 
: Damit wird aus den unendlich vielen Vektorgleichungen 
mit den unendlich vielen Unbekannten 9%, ein System von 
 N-Vektorgleichungen, die „reduzierte Grundgleichungen“ genannt 
werden. Da wegen (12) jedes #, auf 8, senkrecht steht, ist 
jede der Vektorgleichungen nicht wie üblich mit drei sondern 
nur mit zwei Komponentengleichungen identisch; es sind 
nämlich nur die beiden zu &, senkrechten Komponenten zu 
bestimmen. Man hat also 2N-Gleichungen mit 2N-Unbekannten 
zu lösen. Das Verschwinden der Determinante dieses linearen 
Gleichungssystems ist Forderung für die Lösbarkeit. In der 


x 


dieser Vektoren 
=x(l (m=0,1,...N—1). 


- Das ist auf Grund von (9) immer möglich, und im Röntgen- 
gebiet sind die ¢, klein wegen des wenig von 1 abweichenden 
Brechungsindex n. 

Außerdem besteht ein linearer Zusammenhang zwischen e&, 
und ,, wie etwas später gezeigt werden kann. 

Br Die Determinantenbedingung führt daher auf eine Gleichung 
Br. 2Nten Grades für ¢,. Bildet man mit den 2N-Werten für &,, 
die sich aus dieser Gleichung ergeben, die 2N-Größen |&, | 

und trägt sie von 0 aus auf dem Strahl OP ab, so kommt 


NER 


re 


_ dynamische Theorie bietet eine Möglichkeit zu analoger geo- 


Determinante treten alle $, auf, und man setzt für jeden 


sae geben Anlaß zu Interferenzstrahlen von merklicher Stärke, die | 
erie: in genügender Nähe der oben gezeichneten „Ausbreitungskugel“ | 
| 
| 
. 
| 
| 
i 


genannt werden. 
mit dem Radius x beschrieben werden; dann py % E,, : 
Abstand des Punktes m von der „Anregungskugel“ an. &, wird 
daher als „Anregungsfehler“ bezeichnet. Jedem der 2N-Werte 
für «,, die sich aus der Determinantengleichung ergeben, 
entspricht ein Satz von Werten für #,, und das bedeutet 
ein im Raumgitter mögliches Wellenfeld. Man bekommt also 
bei vorgegebener Richtung von 8, 2N mögliche Wellenfelder. 

Hier erscheint der Strahl &. bezüglich seiner Intensität 
nicht mehr bevorzugt, nur seine Richtung wird noch als genau 
bekannt vorausgesetzt. Auch von dieser Sonderrolle kann 8 a 
Strahl $%, befreit werden; man verändere die Richtung von &, 
nur um 30 wenig, daß die bisher angeregten Punkte auch A 
weiter die allein in Betracht zu ziehenden bleiben. 
beschreibt jeder Anregungspunkt eine Fläche, und die Ge 9 
samtheit dieser Flächen heißt „Dispersionsfläche“, weil die oa 
Brechungsindizes für alle Strahlen &, bekannt sind, sobald an gr 
ein Anregungspunkt auf der Dispersionsfläche gewählt "u 


Die Dispersionsfläche ist also im allgemeinen eine 2 N-schalige 
Fläche. 

Uber den Zusammenhang zwischen «¢, und &, sieht man 
nun folgendes: der Gitterpunkt m habe ‘von der um P be- 
schriebenen Ausbreitungskugel den Abstand x@,,, dann besteht 


4 


zwischen dieser Größe, dem Abstand des Punktes m von Be: Er 
Anregungskugel x¢, und der Strecke PA =xs, die folgende IR 
Beziehung: 


und das ist der oben erwähnte lineare EN zwischen DE 


den Anregungsfehlern. 


1. Es tritt nur ein einziger Strahl auf 


Die reduzierte Grundgleichung lautet: = er 


RK, x2 
Diese Gleichung ist identisch mit der Grundgleichung der we 
Fresnelschen Kristalloptik, die man auf folgende Weise Bey 
gewinnt. Die Maxwellschen Gleichungen 
BEE r Physik. 5. Folge. 19. 


(19) 
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ig 
ie 
4 
| 
{ 
e 
1, 
n 
d 
1 
1 . 
t 
| 
| 
| 
| 
$ 3. Beispiele 
xl 
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bane 


| rot € = 
(20) 

| rot = 
: sollen durch Wellen in der Form 


= &, e 2ri (Kr), 


69 
ö 


& (Ar 
H = 


ER gelöst werden. Geht man damit in die Gleichungen (20) ein, 


= v 


Multipliziert man (21) vektoriell mit & und berücksichtigt (22), 
so wird unter Verwendung einer Vektoridentität 


— = =— ER + REM =— 


- Diese Gleichung, wie sie z. B. von Born’) als Grundgleichung 
der Fresnelschen Kristalloptik angegeben wird, ist identisch 
mit der dynamischen Grundgleichung fiir einen Strahl, denn 
mit wy = E —«-! und unter eee von 


optischen Folgerungen auch für den einen Röntgenstrahl 
gelten.?) 

pe Dispersionsfläche ist demnach die Fresnelsche Fläche, 
deren Schnitte mit den Hauptebenen ein Kreis und eine 
Ellipse sind. Für einen Strahl liegt also gewöhnliche Doppel- 
 brechung vor. 


2. Es treten zwei Strahlen auf 


Es wird die Voraussetzung gemacht, daß die Hauptachsen 
aller auftretenden Tensoren w, übereinstimmen. (Dies wird 


1) M. Born, Lehrbuch der Optik. 8. 221. Berlin 1933. 


1; 
| 
| 1 
| (2 
| 
| 
| 
| 
| q 
| 
Aus dieser Übereinstimmung ergibt daß alle kristall- 
| 
| 
| 
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beim triklinen und monoklinen System im allgemeinen nicht 
zutreffen.) 

Hier sind zwei bezüglich der mathematischen Behandlung 
verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

a) Die Ebene der beiden Strahlen ist eine Hauptebene 
der Tensoren w. 

b) Die Ebene der beiden Strahlen liegt gegen die Haupt- 
ebenen irgendwie geneigt. 

Fall a. Die beiden Strahlen mögen 8, und ®, heißen 
und z. B. in der x—z-Ebene gelegen sein. Sie bilden mit der 
xz-Achse die Winkel «, 
und «,. Die reduzierten 
Grundgleichungen lauten 
dann: 

+ 


(24); 9? 
(Yu 


| + (Yo - 

Nun ergibt sich für die 

Komponenten eines be- 

liebigen Vektors ®, von 

ä dem nur die zu 8, bzw. 
‚8, senkrechten Anteile berücksichtigt werden sollen 


( = cos a, + BW sin «,) cos a, 


= ®” sin? a, — © sin @, cos @,, 
! Vio = ’ 
| = (B* cos + B* sin «,) sin a, 


= — Vsin a, cos a+ cos 
und entsprechend 


= sin’ — sin «@, cos « 
(m) = m ? 
F =— Vsine, cos +3 cos’ 


[m] 
_ Wendet man diese Beziehungen auf die Grundgleichungen an, 
_ so nehmen sie folgende Gestalt an: | 


| 
’ 
| 
| 
| 
4 
2 
Er: 
4 
Q 
d > 


x 11 az 33 
I. 2,9, = yw, 9, sim’ — yw) 9, sin @, cos a, 


+ y_, sin — sin cos @,- 


IL 26, = wy + 


on 


IIL 28,95 =— # sin cos a, + ” cos” a, 
sin @, cos &, + cos” a,» 
= & sin’, — sin COS @, 
+ sin’ «,— w sin COS @,. 


28,0, = ur + 


7 11 @ os 33 z 2 
VI. 26 =— Un sin @, COS a + w cos 


x 


11 3 gz 2 
—y sma cosa + wy cos 


m 


(27) 9, cos + 9, sine,=0, cos +7, sin a, =0. 


Geht man damit in I. und IV. ein, so hat man schließlich 
als 2N-Komponentengleichungen die folgenden 4 Gleichungen: 
I’. 28, = sin? a, + cos” 


33 sin COS COS Am 


+ (wi, sin“ + sin an 
( 
a 


22 = 
m m 


SID Om COS A COS Oy ) 
m 


sin 
+ 
+ 
2 oy 22 


0 


y 22 y 22 y cr 
28, fis Vn + W é 


m 


33 2 
sin aot Wy COs a 


33 
sin @ + 
! 


ror 


Aus diesen Gleichungen kann man genau wie im Fall der — 
skalaren Dielektrizitätskonstante schließen, daß es zwei aus- _ 
gezeichnete Polarisationszustände gibt, nämlich 4 
1. Die Vektoren der elektrischen Verschiebung :, und 4, 
schwingen beide senkrecht zur Strahlebene. 
2. Die Verschiebungen schwingen beide in der Strahlebene. _ 
Denn man ersieht aus (T‘) und (III), daß mit # gleich- 


zeitig 9” verschwindet, d.h. daß sowohl wie senk- 


x 
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| 
q 
= 
4 
= (26) 
i 
2 
: 
Aus I. und III. bzw. IV. und VI. folgt: 
: 
| 
‘ 
2 
4 
— 
| 
| 
IV’ | 
4 
| 


ER Wie sind nun diese Flächengleichungen geometrisch zu 


L. Posener. Dynamische Theorie d. Röntgenstrahlinterferenzen 861 


recht zur Strahlebene schwingen; und aus (I!) und (IV) folgt, 
daß mit 9% auch # Null ist, d. bh. beide Verschiebungen in 


der Strahlebene schwingen. 
Zu 1. gehört als Determinantenbedingung und damit als 
Gleichung der Dispersionsfläche 


Zu 2. gehört: 


11 <9 33 2 11 :.2 33 2 ‘ 
(vw, sin? + yi, cos? 2¢,) (w sin?@, + w, cos*a,— „) 


33 


1 ;n2 = 33 2 11 9 2 
= sin®«,— cos*«,) (wy sin?a, — „cos?@,). 


(30) 

Würde man oben an Stelle der s—z-Ebene die z— y-Ebene 
als Strahlebene gewählt haben, so lauteten die Gleichungen 
_ für die beiden Schalen der Dispersionsfläche 


2. (yilsin?a, + —2¢,) (yilsinta, + yeosta, — 2¢,) 


(30’) 2 
) 22 2 11 22 2 
= (w, — cosa) (w_,, sin?a, — 


_ interpretieren? Man führe als neue Variable ein: ae 


fiir die 
als Strahlebene 


x (yy — 
x (w, sin? 


1: 
=x(w, sin? a, + 


für die z—y-Ebene 
22 
= sin?«,+ w, cos*a, — 2&,) als Strahlebene. 


‘ 11 22 2 ec 
29, = sin?a,+ w, cos? a, — 28,) 


Beschreibt man im Raum des reziproken Gitters um die 
Punkte O und m als Mittelpunkte die Fresnelschen Flächen, 
dann geben & und &£, die senkrechten Abstände von den 


| 
m 
Y% a, — 28 ) WERE 
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Schalen (Wy —2¢) =0 und > - 2:,)= 0 an; 7, und 
„ geben “tie Abstiinde von den Schalen 


(wi sin? w, cos*a, — 28,) = 


(wi sin? 3 052 
5 sin?@, + yy costa, — = 


an. Man hat also hier Abstandskoordinaten für die An- 
regungspunkte, die durch &, und &, bestimmt werden sollen. 
Es genügt, solche Punkte zu betrachten, die von O und m 
nahezu gleiche Abstände haben. In der durch O und m 
gehenden Strahlebene, die in diesem Fall 


Hauptebene ist, mögen sich die Kreise «= 5 we und 
=; w) im Punkte M, schneiden, die Ellipsen RR 

$s 

& = > sin?a,+ w, cos? «,) 


und 


= (w, sin“ + cos a, ) 


im Punkte M, schneiden. Der Unterschied gegen den Fall 
skalarer Dielektrizitätskonstante besteht darin, daß die Mittel- 
punkte der Hyperbeln M, und M, nicht mehr zusammen- 
fallen. Da es nur auf die nächste” Umgebung dieser Punkte 
ankommt, kann man die Abstände §,£, und ,, 7,, anstatt 


von den Kreisen bzw. Ellipsen von deren Tangenten A T R 
und T°, T’ in den Punkten M, und M, messen. Da sich 


diese „Koordinaten“ als Linearaggregate irgendwelcher karte- 
sischer Koordinaten darstellen lassen, sind die obigen Glei- 
chungen: 


§, > ye m” 


it 33 sin «&, COS @, COS « 
sin? a, — yo — = he m 
m SID Om 


SID COS COS 


33 
m sın m 


> 
| 
; 
und 
tin 
Be: 

= 

3 
Br: 
: 
3 
4 
let 
= 
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2 
11 22 SID Om, COS Om, COS 
sin - 


die Gleichungen von zwei RER 2. Ordnung, und zwar sind 
es Hyperbeln (vgl. Fig. 3), da die Kurven einer Tangente um 
so näher kommen, je mehr sie sich von der anderen entfernen. 
M, und M, sind die pe dieser Hyperbeln. Durch 


1 


1 11:22 33 
2 2 
&, = = 5 (vj sin a, + Wo cos a, 


33 SID @ COS COS \ 
a 
= (vi ot Ym SiD Om 


33 SID Om COS Om COS 
(ve sint a, + 
sind ihre Scheitel S*, S” und Sf, S, gegeben. 

Als wesentlicher Unterschied gegen den Fall skalarer 
Dielektrizitätskonstante ergibt sich, daß die Hyperbeln, die 
zu verschiedenen Po- 
larisationszuständen ge- 
hören, nicht mehr den- 
selben Mittelpunkt ha- 
ben (vgl. Laue, a.a.O., 
wo M, und M, in einen 
Punkt M zusammen- 
fallen). 

Die Figur und 
die eben durchgeführte 
Diskussion geben also 
die Verhältnisse in der 
durch &, und 8, gehen- 
den Ebene, die nach 
Voraussetzung eine 
Hauptebene ist. Dreht 
man nun die Ebene ige 
und die Gerade Om, fig 3. Dispersionsfliche für 2 Strahlen 
um dadurch die ganze 
Dispersionsfläche zu erhalten, so werden nicht wie im 
skalaren Fall die Verhältnisse in jeder Ebene genau dieselben 


q 
1 
33 
33 
ie 
DIE 
5. 
| 
= 
et 
a 
j 
rey 


864 


bleiben. Da die Drehung nur soweit auszuführen ist, als 
keine anderen Gitterpunkte in zu große Nähe der Anregungs- 
kugel rücken, werden die Zusammenhangsverhältnisse aus 
Stetigkeitsgründen erhalten bleiben. Wie sich die Dispersions- 
fläche verhält, wenn man zu Ebenen übergeht, die nicht mehr 
in der Nähe der eben behandelten Ebene liegen, sondern gegen 
die Hauptebenen Winkel von beträchtlicher Größe haben, 
wird aus der Behandlung des nächsten Falles ersichtlich sein. 

Diese geometrischen Ergebnisse werden später bei der 
Ableitung der Ewaldschen Korrektur am Braggschen Gesetz 
eine Rolle spielen und 


os 


4 der Strahlen beliebig in 
einem beliebigen Kristall 
y gelagert ist. Die beiden 
Strahlen mögen wieder 
3% X, und $,„ heißen, in 
der Y—Z-Ebene eines 
Koordinatensystems X, 
Y, Z liegen, und die 

Y-Achse zur Winkel- 
halbierenden haben, d. h. 
o=6,- Ferner werde 
jedem der Strahlen $, 


und §,, ein Koordinatensystem &,, Yy 2, bzw. 2%, Y,, 2, ZU- 


geordnet, derart, daB 


Ly — = — = X-Achse, 
z, in Richtung von &,, 
z, in Richtung von $,, 


y, senkrecht zu 2 h 
Yn senkrecht zu z, in der Y—Z-Ebene. 


Wegen #, senkrecht zu 8, und 4, senkrecht zu 8, gilt: 


= 0. 


= sin By, = #"sinß,, 


zZ 
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f 
smear 
eee die Abweichung vom Fall 
 tätskonstante liefern. 
Ym Fall b. Es ist jetzt 
der allgemeine Fall zu 
behandeln, daß die Ebene 
- 
x 
Fig 
Ferner ist: | 
( 
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Außerdem sind nun auch alle Tensorkomponenten ” 


und yw” für u + v von Null verschieden, da das Koordinaten- 


system X, Y, Z, auf welches sich nunmehr die fetten Indizes 
1, 2, 3 beziehen, nicht mehr mit den Hauptachsen des Tensors 
zusammenfällt. Es ist: a 


= ” + sin — cos B,) 
wy + (9 sin By — yp" cos 9%, 
= yl + (yl! sin 9%, 
= 9° 4 sin 8, — cos By) 
(w_,t + sin ß, — C08 ß,) 
31 gk ss 33 y 

= + (wh, sing, — cos ß,) Hr. 
_ Daraus folgt wegen (34) und wegen wi’ = wf: 
= (yw? sin ß, cos By) 
+ sin? 8,— 2 sin 8, cos ß,+ 9%, 
| (w.,, sin — „cos ß,) 
+ „sin?#,— 2 sin A,cosß,+ cos? Ha, 

Ebenso ist: 

(yt) = + (wi sin By — cos ß,) , 
(= (wo sin A, — cosß,) 


9%) = (w * sin 8, — cos , 

= yo + sin 8, — cos B,) #*. 

araus folgt ebenfalls wegen (34): 

+ sin? 8, —2 ws” sin ß,cos 8, cos? dim, 
= (yl? sin 8, — cos By) 

( sin?ß, — 2 sin 8,cos ß, + cos? B,) 


Ri. 
\ + 
| 
| 
| 
| 
ir 
B 
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=o Die Komponenten der in den Grundgleichungen auf- 
tretenden Vektoren (Wo und (We SOWIE (Wn 
und (w sind die Größen 


(wo (wW Hy)”, (we m (w_ a)”, (Wn 9)", 


(Wo Fn)", (Wy rn)” 
Geht man damit in die Grundgleichungen 
2 & Fo = (Wo + (W- m 
22, = (Wm Fo) + (Wot m 
ein, so haben die 4 Komponentengleichungen die folgende 
Gestalt: 


26, wh H+ sind, — cos B,) 
+ wll, + (wl, sin 8, — „cos dm, 


„ sin —2 sin ß,cos B+ cos?ß, ) 

26 Ym 94 (yl? sin — cos ß,) 

+ wi, + (wi * sin 8, — cos 
2: 9" = (yi sin 8, — "cos By) 

+ (w}”sin? ß,—2 B+ cos” ») 

(ye? sin’ 8, —2 w}"sinß,cos 8,+ w>*cos 9". 
Dies ist die Form der Grundgleichungen fiir die allgemeinste 
Lage der Strahlen im Kristall. Um sie zu verwenden, muß 


man natürlich noch die auf das System X, Y, Z bezogenen 


Tensorkomponenten yw”, y*” durch die auf die kristallo- 


graphischen Hauptachsen bezogenen yi", ausdrücken. 
Die Diskussion wird dann recht verwickelt. 

Um zu übersichtlichen Aussagen über die Dispersions- 
flächen und die Polarisationsverhältnisse zu kommen, betrachte 
man zwei spezielle Lagen der Strahlen 8, und &, in einem 
Kristall mit einer mehr als zweizähligen Hauptachse. 

1. Die Strahlen &, und 8, liegen in einer Ebene durch 
die Hauptachse des Kristalls. 


4 
> 
fi 
uv 2 
al 
7 
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2. Die Strahlen liegen in einer beliebigen Ebene, bilden 
aber denselben Winkel ö mit der Hauptachse, der Achse 3. 

Fall 1 ist im früher behandelten Fall a) enthalten, denn 
wegen der vorausgesetzten Einachsigkeit, d. h. wegen der Gleich- 
wertigkeit der beiden anderen Achsen, kann jede Ebene durch 
die Hauptachse zu einer Hauptebene der Tensoren Wor Wy, 
gemacht werden. 

Fall 2. Die Strahlebene, d. i. die Y—Z-Ebene, steht in 
diesem Fall senkrecht auf der Ebene durch die ofan und 


cn 
len 8, und 8, 


Diese Winkelhal- 
bierende ist die 
Y-Achse, oben 
in Fig. 2. Die 

1- Achse, deren 
Lage unter den 


2 


tungen noch will- 


Fi ig. 5 2 gs 


kürlich ist, sei so 
gewählt, daß sie mit der Z-Achse zusammenfällt. Dann fallen 
2-3-Ebene und X-Y-Ebene zusammen, und es gelten Be- 


ziehungen von der folgenden Art: 
( X = cosy + 2, sin» 
Z=ı, 


wie aus Fig. 5 ersichtlich. 

Die Tensoren yw, und yw, haben im Koordinatensystem 
1, 2, 3, die Komponenten bzw. wy. Nach 
dem Gesetz der Tensortransformation lauten dann, wie aus 
(37) ersichtlich, die Komponenten im X, Y,Z-System: (auf das 
sich die fetten 


33 11 


= w,)singcosg, 


$ 


2 
3 
4 
7s 
‘ 
4 
a 
A 
Ber. 
By 
= 
x 
if, a 
2 
4 
4 
| 
4 
(38) 
® 
2 13 


und y von Null verschieden, während 
RR die übrigen gemischten Komponenten Null sind. 
Führt man dies in die Grundgleichungen ein, so lauten sie: 


= yi” sin BH, + (w) sin’ B,) 
sin + sin cos B,) a2", 
+ Yo + yh" sin 
? sin + (wi sin ws *cos” 0) 
+ w sin 8,9% + cos’ B,) 


Die Determinantenbedingung fiir dieses Gleichungssystem 
ergibt nicht mehr wie früher ein Produkt aus 2 Faktoren 
2. Ordnung, sondern eine nicht zerfallende Gleichung 4. Ord- 
nung. Das bedeutet: die ebenen Schnitte der Dispersions- 
flächen bestehen nicht mehr aus 2 Kurven 2. Ordnung, sondern 
bilden die 4 or einer Kurve 4. Ordnung. Denn mit 


25, =x (vw — 2¢,) 21, = % (w sin *cos 28 ay 


lautet die Determinanten-Gleichung 


] 


22 


- — = (w?*sin” 8+ 8) sin? B+ cos’ß)] 


= [ + &, (wi)? cos? 
— + wl, cos? 8 
+[&+6& 


+ [ 1, + | (wi (yi 


4 
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Diese Gleichung 4. Ordnung läßt sich auch in der folgenden 
Form schreiben: 


(41) U-V = + (wt W,. 


Dabei bedeutet: 


V 


22. 2 3: 2 


2 


x? 2 
cos [& % + W,= 7 cos [é, + &,, no | 
&, (wi sin sin’? + °” cos cos’ 3) 

+ (vi +u"). 


Sind yw =0 und wy =0, so befinden sich die Strahlen 
in einer Ebene durch die Hauptachse, und die Dispersions- 
fläche zerfällt in U = 0 und V = 0, wie Fig. 3 zeigt. 

Dreht man die Strahlenebene ein wenig aus dieser Lage 
heraus, so werden sich die Verhiltnisse zuerst nur wenig 
ändern, da die Abweichung 


— 

— 
4 


— 
— 
~ 
I 


vn U=0, V=0 mit Em 


quadratischen Ausdrücken 
der noch kleinen Größen re 


Wen multipliziert ist. 
Daher setzt man zur 
Diskussion 72 


(42) U-Ves, 


wo & eine kleine reelle Zahl 
ist, denn man überzeugt 
sich leicht, daß die Koef- 
fizienten der rechten Seite 
reell sind. 

Über die Symmetrieverhältnisse bekommt man Aussagen 
auf folgende Weise: man zeichnet die Schnittkurven der beiden 
Dispersionsflächen, die zu 8, und $, einzeln gehören bzw. 

Man sieht, daB in dem hier untersuchten Fall (1. Kri- 
stalle mit einer drei- oder mehrzähligen Hauptachse, 2. gleiche 
Neigung der Strahlen gegeniiber der Hauptachse) die Geraden 
§&,=&, und „,=n, in eine Gerade entarten. Diese Gerade 


| 


; 
3 
hind 
4 
a 
Er 
x 
l > Say 
= 
MID 
wer 
4 
ß) 
% 
’ 
FA 
. > 
2 
. 
” 
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Gestalt der Fläche. 


es und berücksichtigt 
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ist außerdem Symmetrieachse für die ebene Schnittfigur der 
Fläche 4. Ordnung, denn der obige Ausdruck (41) ändert 
seinen Wert nicht, wenn man £&, mit & und gleichzeitig 1, 
mit n, vertauscht. 
; Diese Symmetrie in Zusammenhang mit der nun zu ermit- 
telnden Lage der Doppelpunkte gestattet Aussagen iiber die 


Führt man homogenen Koordinaten ein: 


&,= + const, 
so lautet die Gleichung der Schnittkurve: ee 
(48) +22, 2,2,(02, + ba,) + 2,2 + d2,? 

+e2,2,+ f%,%, +92,2,+h29)=0. 


Diese Kurve!) 4. Ordnung hat die Geraden z,=0 und 


z,= 0 zu Asymptoten und die Schnittpunkte dieser Geraden 
mit der unendlich fernen Geraden x, = 0 zu Doppelpunkten. 
Da eine nicht zerfallende Kurve 4. Ordnung höchstens drei 
Doppelpunkte hat, kann die hier vorliegende Kurve höchstens 


einen Doppelpunkt im Endlichen haben. Für Pom = 0 zerfällt 


die Kurve in das Hyperbelpaar 


U=0, V=0, 
die gewöhnlich zwei Doppelpunkte im Endlichen haben (vgl. 
Fig. 3). 
Nimmt man wi", Wen von Null verschieden an, so 


miissen sich, da nur eim Doppelpunkt existieren darf, die 
Schnittpunkte der Hyperbeläste auflösen. Diese Deformation 


kann auf zwei Weisen geschehen, je nachdem « positiv oder 


negativ ist. Die Schnittkurve kann also die beiden folgenden 
Gestalten Figg. 7a und 7b haben. 
Während also im Fall a) (die Strahlenebene geht durch 
die Hauptachse) die Dispersionsfläche aus zwei hyperbolischen 
Zylindern besteht, hat man sich hier im Fall der beliebigen 
 Strahlebene einen Zylinder über der Kurve 4. Ordnung als 
Dispersionsfläche vorzustellen. 
Über die Polarisationszustände läßt sich folgendes sagen: 
im Fall a) entspricht jeder der beiden Hyperbeln ein Polari- 


1) Vgl. G. Salmon, Höhere ebene Kurven S$. 317. 
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sationszustand, nur in den beiden Schnittpunkten (G, und G, 
der Fig. 3) ist der Polarisationszustand unbestimmt. Der Unter- 


schied der Figg. 7a und 7b gegen Fig. 3 liegt nun (wenigstens 


at View 
Fig. 7a Fig. 7 
Sonderfälle von Dispersionsflächen 


solange w)”, Wem klein ist) gerade in der Gegend der früheren 
Schnittpunkte. Es gehen also hier im Fall der beliebigen Strahl- 
ebene die verschiedenen Polarisationszustände ineinander über. 


§ 4. Reflexion 

von Réntgenstrahlen an nicht absorbierenden Kristallen 

Die bisher gewonnenen Ergebnisse fiir die Dispersions- 
flächen zweier Strahlen sollen nun dazu verwendet werden, 
das Problem der Spiegelung in der Laueschen Darstellungsart 
zu behandeln.') 

Es mögen zwei Strahlen vorhanden sein, die beide in der 
Einfallsebene liegen. Bezüglich der Grenzfläche, die zugleich 
spiegelnde Netzebene sein soll, kann man zwei wesentlich ver- 
schiedene Fälle unterscheiden. 

1. Die Spiegelebene ist eine Hauptebene des Tensors w. 

2. Die Spiegelebene ist eine beliebige Ebene im Kristall, 
z. B. die häufig verwendete 1,1, 1-Ebene. 

Je nachdem, ob Fall 1 oder 2 vorliegt, werden hier die 
in § 3 gewonnenen Resultate für Fall a) oder b) angewendet 
werden. 


1) Für diese und die folgenden Betrachtungen vgl. M. v. Laue, a.a.O. 
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Welle, dessen Betrag x = + ist. Zieht man dann im reziproken 


 Gitterraum den Vektor O P = — $), so liegt P nicht auf der 
Dispersionsfliche, die man nach den Ergebnissen des § 3 in 
den Raum des reziproken Gitters eingetragen hat. Sucht man 
_ die Anregungspunkte A! und A? so auf, daß sie der Schnitt 
_ der Dispersionsfläche mit der auf der Grenzfläche senkrechten 
Geraden P P’ sind, so hat man erreicht, daß die tangentiellen 
von xj, und = x (1 + &) j, ibereinstimmen. 
_ Sind die beiden Strahlen K, wal &,, ins Innere des Kristalls 
gerichtet, so gibt es notwendig zwei solche Punkte A, und A,, 
d. h. zwei Wellenfelder im Kristall, die zu räumlichen 
Schwebungen im Innern Anlaß geben. 

Weist die Richtung von &, ins Äußere, so liegt der Fall 
der Reflexion vor. Dabei können A, und A, reelle Schnitte 
von PP’ mit der Dispersionsfläche sein. Ist dies nicht der 
Fall, d.h. erhalten die Vektoren &, und $t, imaginäre Zu- 

sätze, so folgt aus der Gl. (9) 


= K, + 


daß beide Vektoren denselben imaginären Bestandteil haben. © 
Da die Verschiebung PA zur Grenzfläche senkrecht ist, sind 
auch die imaginären Bestandteile von $, und $, senkrecht 
dazu. Die Amplituden dieser Wellen wachsen also oder 
nehmen ab in der Normalenrichtung, je nachdem der imaginäre 
Teil von PA positiv oder negativ ist. Ist er bei PA, positiv, 
so ist er bei PA, negativ, denn die PA=xe, berechnen sich 
aus der Gleichung der Dispersionsfläche, die reelle Koeffi- 
zienten hat. Also wächst die Amplitude des einen Wellen- © 
zuges in Richtung nach innen. Ist der Kristall unendlich © 
dick, so muß das Wellenfeld null sein, da unendliche Ampli- 
tuden nicht auftreten können. Daraus folgt, daß sich die ge- | 
samte Energie des einfallenden Strahls in dem austretenden 
Strahl wiederfindet. 

Diese Erscheinung ist eine Abart der Totalreflexion, die 
in der Braggschen Spiegelung an Kristallen vorliegt. 

Die Konstruktion ist folgendermaßen durchgeführt: P ist 
* der Endpunkt des Vektors 8) und hat daher von O den Ab- 
stand x, von m den Abstand x(1 + «,) (vgl. Fig. 8), L ist der 
Punkt, der von O und m den gleichen Abstand x hat, L’ die 
Projektion des Punktes L auf die Richtung mP. N ist der 
Schnittpunkt der durch L gezogenen Parallelen zu PP’ 


. 
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@ heiße der Winkel OLm; da PL auf OL senkrecht steht, 
und LL’ auf mP senkrecht steht, ist der Winkel PLL 
gleich O. Da mL’ =~ ist, ist UP=x«, und 


L'P=xe, = PL sin 6. 


L P + PO L 
P'6renzfläche 
Fig. 8. Reflexion (Braggfall) 


Andrerseits ist A, PO der Einfallswinkel des Strahls 8), der 
mit ir bezeichnet t werden soll und 


Es gilt also, wenn man unter ire - ye a 
den Winkel versteht, der der Braggschen Gleichung = = | 
Nh = 2a cos x, 
genügt, zwischen «, und den Winkeln die Beziehung: 2 = 
(44) = (y—7,) sin = (y—7,) sin 27,. 


Man sieht, die Größe «, ist eine Funktion des Einfallswinkel. 
Die Strecke P A, habe “die Länge x0, folglich ist ihre Kom- 


Annalen der Physik. 5. Folge. 19. 59 
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_ ponente in der Richtung m P gleich — xd cos (y+). Außer- 
dem ist sie gleich der Differenz mP—mA. Da = 


mP=x(1+4a,), mA=x(l+:,); 


bekommt man: 

(45) é,, = a„— cos (y +9). 
? a Entsprechend bekommt man für ,, da OP =~ ist, und der 
zugehörige Winkel y ist 

& =— 0 cos x. 


Dies hat man in die Gleichungen für die Dispersionsflächen 
einzuführen, die alle die Form haben 


4 — 28] (L(y) — 
Dabei bedeutet z. B. 


33 SID a, COS a, COS Om 


)= 1 sin? a, + v, 


bzw. gewisse andere Linearkombinationen aus Tensorkompo- 
-nenten, die aus den Gl. (29), (30) und (38) zu entnehmen sind. 
Damit gehen die Gleichungen der Dispersionsflächen über in 


Wy) + 26 c0sy][L(w,) + 2d cos(y +0) — 2a,] 


= L(y,)L(w_,,)- A 
der Abkürzung 1 


cos = — cos (y + O) = cosy, = 7 


— die Lösung dieser Gleichung fiir die Lage eines An- 
auf der Geraden PP’ 


Die in der ER Gleichung stehende Wurzel ist imaginär, wenn 


L (wo) — VL (Wm) L (Wn) < @n < L (wo) + VL (Wm) L (W—n) 
ist oder nach (44) 
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Hierdurch ist der Winkelbereich der Totalreflexion abgegrenzt. 
4 Seine Mitte liegt bei 
(47) Xu= X, + ° 
Seine Breite ist bestimmt durch 


(48) 


Dies wendet man auf die verschiedenen 
keiten von Spiegelebene und Strahlebene an. Es sei: 
1. die Spiegelebene Hauptebene des Tensors wy 
a) die Einfallsebene die 2—z-Ebene: 


für Schwingungen in der Strahlebene. 
11 8,02 
= 
fiir Schwingungen senkrecht zur Strahlebene. Ae 
11 2 3_. 2 
‘ X,— y, sin x 
B . (wi, cos „sin Xz) 
fiir in der Strahlebene. ER 
Xu=%s+ ain 37, 
sin 2y 11 2 33 


für Schwingungen senkrecht zur Strahlebene. 


14? 
a 
h 
= 
j 
4 ng 
a 
| 
er 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 19. 1934 


2. Die Spiegelebene eine beliebige Ebene 
a) die Strahlebene eine Ebene durch die een 


Yo 
4x= sin Vy, Yami 


fiir Schwingungen in der Sireblebine. 


wi! cos” XB” 2 yi” SiD ¥p COS + sin” 
sin 27, 


? 


9 (wh cosy, —2w. sin 256082, sin’z,). 
- siny,cosy,+ sin x 


für Schwingungen senkrecht zur Strahlebene. 


Be b) Die Strahlebene beliebig, aber die Winkel der Strahlen 
gegen die Hauptachse seien gleich. 
Für diese letzte Lage lassen sich Mitte und Breite des 


Eee eine geschlossene Formel läßt sich nicht angeben. Daß die 
Verhältnisse ähnliche sind wie bei 1b) ist in $3 gezeigt worden. 
An dieser Stelle läßt sich nun die Abweichung vom Fall 
der skalaren Dielektrizitätskonstante leicht erkennen. 
} 1. Gehen an Stelle der skalaren Dielektrizitätskonstante 
im die Braggsche Beziehung. Linearaggregate der Tensor- 
_ komponenten ein, deren Koeffizienten mit dem Strahlwinkel 
egen die optische Achse zusammenhängen. 
IR 2. Hat das Gebiet der Totalreflexion verschiedene Aus- 
und sein Mittelpunkt verschiedene Lagen, wenn 
man ‚bei Spiegelebene verschiedene Strahlebenen 


§ 5. Diskussion der Ergebnisse 


Es wurde unter der Annahme einer tensoriellen Dielektri- 
_ gititskonstante die dynamische Grundgleichung abgeleitet. Im 
Falle eines Strahls ergab sich Übereinstimmung mit der ge- 
_ wöhnlichen Kristalloptik. Die Formeln für die Dispersions- 
flächen von zwei Strahlen wurden dazu benutzt, das Reflexions- 
problem zu behandeln und die Korrektur. am Braggschen 
Gesetz abzuleiten. Dabei ergibt sich nun folgendes Resultat: 

Bei vorgegebener Lage der Spiegelebene ergeben zwei 
zueinander senkrechte Strahlebenen verschiedene Werte für den 
Winkelbereich der Totalreflexion und seinen Mittelpunkt, oder 
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anders ausgedrückt, man erhält verschiedene Braggsche Winkel, 
wenn man die Spiegelebene in sich dreht. 

In der Literatur ist von einem derartigen Effekt bisher 
nichts bekannt. Über die Ursachen, warum ein solcher Dreh- 
effekt noch nicht gefunden worden ist, kann man die folgende 
Vermutung haben. Die meisten Wellenlängenbestimmungen 
wurden an Kristallen aus schweren Elementen vorgenommen, 
bei denen die überwiegende Mehrzahl der Elektronen in ab- 
geschlossenen Schalen liegt. Da aber abgeschlossene Schalen 
Kugelsymmetrie zeigen, muß man den Elektronen, die sich in 
solchen Schalen befinden, insgesamt eine skalare Dielektrizitäts- 
konstante zuschreiben. Für den „Dreheffekt“ kommen daher 
nur die wenigen Elektronen in Betracht, die keiner ab- 
geschlossenen Schale angehören und den Zusammenhalt der 
Nachbaratome bewerkstelligen. Daraus ergibt sich, daß es sich 
um einen kleinen Effekt handelt, der nicht leicht zu beobachten 
ist. Am geeignetesten zur Beobachtung erscheinen leichte 
Elemente wie Bor, Beryllium, Kohlenstoff in Form des Graphits 
und eine ganze Reihe organischer Kristalle. 

Sollte sich trotz genauester Beobachtung dieser „Dreh- 

effekt“ beim Braggschen Winkel nicht zeigen, so hätte man 
die merkwürdige Tatsache festgestellt, daß die Verschiebung 
der Elektronendichte im Kristall unter dem Einfluß. einer 
hochfrequenten elektrischen Schwingung überall parallel der 
elektrischen. Feldstärke ist. Das wäre ein Ergebnis, das neu 
zur Kristallgittertheorie hinzukäme. 
... _ Könnte man aber diesen Effekt finden und die Größe der 
Anderung bestimmen, die der Braggsche Winkel bei Drehung 
der Strahlebene erfährt, so müßte man die vorliegenden Prä- 
zisionsmessungen an Röntgenwellenlängen doch einer neuen 
Revision unterziehen. 

Ferner ergibt sich hieraus vielleicht ein Weg, die Unter- 
schiede aufzuklären, die sich zwischen den Wellenlängen- 
bestimmungen an Kristallen und denen an künstlichen Gittern 
ergeben haben. 


Ich möchte auch an dieser Stelle meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Prof. v. Laue, für die Anregung zu dieser Arbeit 
und für seine dauernde Förderung und Hilfe auf das Herz- 
lichste danken. 


Mr (Eingegangen 23. Februar 1934) 
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Diskontinuierliche Stromerhöhungen 
bei Isolatoren durch extrem hohe Felder 


Von Rudolf Schulze 


(Mit 10 Figuren) 


Die Isolatoren Schwefel und Argon wurden in dünner Schicht in 
extrem hohe Felder (10° Volt/em) gebracht und der durch sie fließende 
Strom gemessen. Dabei auftretende diskontinuierliche Stromerhöhungen 
ey $ u vielfach bei Feldern, deren Größen in demselben Zahlenverhältnis 
wie die Ionisationsspannungen desselben Elementes standen. 


1. Problemstellung 


Die Untersuchung der Dunkelleitfähigkeit äußerst schlechter 
Leiter, sogenannter Isolatoren, zeitigte das Ergebnis, daß der 
Elektrizitätstransport auch in diesen durch das Ohmsche Gesetz 
ur streng beschrieben werden kann. Die bei diesen Versuchen zur 
RS 10° Vottjon gelangten Felder bewegten sich bis zu Größen von 
Ei 10% Volt/cm. Die weitere Erhöhung der Felder verspricht das 
Auffinden besonders gearteter Erscheinungen, da nach den Er- 
 gebnissen der Wellenmechanik (Tunneleffekt)') angenommen 
erden kann, daß man mit extrem hohen Feldern das Atom- 
innere selbst irgendwie beeinflussen kann. 
Die Möglichkeit einer Atombeeinflussung durch ein elek- 
 trisches Feld überhaupt ist in der Veränderung der Licht- 
durch und elektrische Felder (sog. 


h der Leitfähigkeit nach sich ziehen. 


E 
2. Versuchsbedingungen 
my Die Schwierigkeiten, die in der Anwendung und Er- — 
- geugung derartig hoher Feldstärken liegen, lassen sich ver- 
meiden, wenn das Versuchsmaterial in sehr dünner Schicht 


1) Vgl. G. Gamow, Ztschr. f. Phys. 51. S. 204. 1928 u. G. Gamow, 


3 Der Bau des Atomkerns und die Radioaktivität“, Leipzig 1932. 
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Schichten jeden Materials als Niederschlag einer Verdampfung 
in Dicken bis ~ 2 my herzustellen, kann hierin kein Hindernis 
erwartet werden. Um eine derartige dünne Schicht zwischen 
zwei metallische Elektroden zu bringen, die das Kondensator- 
feld erzeugen, kann man die Elektroden verschiebbar in einem 
evakuierbaren Gefäß anbringen und — nach ihrer Bedampfung 
mit der zu untersuchenden Substanz — zusammenfügen. 

Um in dem hohen Felde jede Dissoziation auszuschließen, 
muß der Körper aus homöopolaren Molekülen bestehen. Ferner 
darf er keine freien Leitungselektronen enthalten, da durch 
deren Beschleunigung im Feld ein Stromfluß hervorgerufen 
werden könnte und das Feld durch den Elektrizitätstransport 
sofort zusammenbrechen würde. 

Unter den Elementen erfüllen der Schwefel und die Edel- 
gase die Bedingung höchster Isolation am besten.!) 


sf 


3. Versuchsapparaturen 


Zunächst kamen die Versuche mit Schwefel zur Aus- 
führung. Die dabei zur Anwendung gelangte Apparatur mußte 
folgende Eigenschaften besitzen: Sie mußte gestatten 1. das 


Untersuchungsmaterial in dünnster Schicht (wenigen Atom- pe 
lagen) zwischen zwei me- N 
tallische Elektroden u zurPumpe 


in höchstem Vakuum aus- 
zuführen. Hierzu wurden 
die Elektroden verschieb- 
bar angeordnet. Dabei ge- 
schah das Auseinander- 
ziehen durch einen Magne- 
ten und das Zusammen- 
schieben durch eine Feder. 
Zur Gewinnung des hohen 
Vakuums wurden die Elek- 
troden in einen Glaskörper 
eingeschmolzen. 

Zur Entfernung adsor- Fig. 1. Versuchszelle für den Schwefel 
bierter Gas- und Wasser- versuch. Evakuierbare und ausheizbare 


häute konnte diese Zeile mit, singsschmölsenen rer 
= Vermeidung aller elektronenquelle zur Entgasung der 
ittungen) in einem Ofen Metallteile 
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1) Auf die Verwendbarkeit der Edelgase wurde der Verf. von 
Prof. v. Laue hingewiesen. 
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ausgeheizt, und zur Austreibung im Metall absorbierter Gase 
die Elektroden durch Beschießung mit Glühelektroner 
ausgegliiht werden. Wegen seiner chemischen Beständig- 
keit kam poliertes Nickel als Elektrodenmaterial zur An- 
wendung. 

Fig. 1 soll den Aufbau der Untersuchungszelle ver- 
deutlichen. Sie besitzt außer den Elektroden und der Glüh- 
elektronenquelle zwei Rohransätze. Der eine führt zu einer 
vierstufigen Destillationsanlage, der andere zur Quecksilber- 
falle und Diffusionspumpe. 


Fig. 2. Elektrisches Schaltschema zur Strommessung. Akkumulatoren 
als Spannungsquelle, Fadenelektrometer nach Lutz-Edelmann, Wider- 
stand nach Krüger (bis zu 0,8 - 10'? Ohm), quarzisolierte Kondensatoren. 
Schaltung: 1. Elektrometer allein, 2. Elektrometer plus Kondensatoren, 
3. Elektrometer plus Widerstand i 4 


Als elektrisches Meßinstrument wurde ein Fadenelektro- 
meter nach Lutz-Edelmann in Verbindung mit zuschalt- 
baren quarzisolierten Kondensatoren und metallischen Hoch- 
ohmwiderständen (bis zu 0,8-101? Ohm) nach Krüger gewählt 
(Fig. 2). 
: Alle MeBeinheiten einschlieBlich der Untersuchungszelle 
waren durch Blechverkleidungen statisch geschützt. Prinzipiell 

in derselben Weise wurde die MeBapparatur für die späteren _ 
Versuche an Argon entwickelt.) Nur mußten die Elektroden _ 
zur Ausfrierung des Argons mit flüssigem Wasserstoff durch- _ 
spülbar sein. Außerdem konnten Kittungen zur Erleichterung 
des Aufbaues zur Anwendung kommen, da bei der Tempe- 
ratur des flüssigen Wasserstoffes (20° abs.) Gas- und Wasser- 
reste nicht mehr störend wirken. Zur Erklärung der Fig. 3 
sei hinzugefügt, daß der guten thermischen Leitfähigkeit wegen 


1) Entwurf und Bau erfolgte nach Angaben von Oberregierungsrat 
Prof. Dr. Meissner im Kältelaboratorium der Physikalisch-Technischen 
Reichsanstalt Berlin. 
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Kupfer als Elektrodenmaterial gewählt wurde. Die Gefäße 
für den flüssigen Wasserstoff bestanden aus Messing und die 
Ein- und Ableitrohre für diesen aus Neusilberrohren. Als 
elektrische Meßapparatur diente dieselbe wie für den Schwefel- 
versuch (Fig. 2). 


Vakuumheber 
zum£in-u Aus - 


des/} 
Masserstoffes 


Fig. 3. Versuchszelle zu 
dem Argonversuch. Glä- 
serne Versuchszelle mit 
vier symmetrischen Rohr- 
stutzen zum Halten von 
zwei Einlaß- und zwei 
Auslaßrohren für flüssi- — 
gen Wasserstoff. Je ein 
Einlaß- und ein Auslaß- 
rohr trägt ein Sammel- 
volumen und an diesem 
eine kupferne Elektrode. 
Eine von beiden Elek- 
troden war an einer 
kupfernen Feder zum 
Abziehen befestigt 


4. Ausführung der Versuche 
a) Schwefelversuch 


Nach Evakuierung, Ausheizung und Glühentgasung der 
Zelle und ihrer Teile wurde auskristallisierter Schwefel nach 
vierfacher Vordestillation auf die von außen mit dem Magneten 
auseinandergezogenen Elektroden aufgedampft. Nach jedem 
solchen Vorgang wurden die Elektroden zusammengeschoben 
und die Leitfähigkeit der aufgedampften Schicht elektro- 
metrisch gemessen. Die Dosierung des Schwefels geschah in 
geringsten Mengen und die Untersuchung einer Schicht begann, 
sobald eine vollkommene Isolation der beiden Elektroden gegen- 
einander durch den Schwefel festgestellt werden konnte. So 
wurde erreicht, daß nur dünnste Schichten zur Messung kommen 
konnten. Ein zur Bestimmung ihrer Dicken um die scheiben- 
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förmige Elektrode gelegter Glimmerring zeigte trotz Ver- 
wendung einer Mikrowaage (Empfindlichkeit 0,01 mg/Skt.) keine 
Gewichtsdifferenz vor und nach dem Versuch an. Eine direkte 
Schichtdickenbestimmung konnte demnach nicht durchgeführt 
werden. Lediglich läßt sich aus diesem Versuch eine maximale 
Schichtdicke zu 2 mu (2-10-* cm) errechnen. Die Größen- 
ordnung erscheint durch die geringen Mengen des verdampften 
Schwefels und durch die Tatsache, daß die Schicht nach dem 
Aufbringen noch nicht sichtbar war, glaubhaft. 


Nach Herstellung einer solchen Schwefelschicht wurde die 
an die Elektroden gelegte Spannung vergrößert und der durch 
die Schwefelschicht fließende Strom gemessen. Die Strom- 
stärke wurde teils aus der Aufladungsgeschwindigkeit des 
Elektrometersystems (bei höheren Feldern plus zugeschalteten 
Kondensatoren), teils durch Spannungsmessung längs eines 
hohen Widerstandes gemessen. 


Die Aufnahme einer Stromspannungscharakteristik nahm 
ungefähr eine Stunde für jede Schicht in Anspruch. 


b) Argonversuch 


Weit schwieriger in der Durchführung gestaltete sich die 
Untersuchung der Argonschichten, obwohl sie im Prinzip in 
gleicher Weise zur Ausführung gelangten. Nach Evakuieren 
der Zelle wurden die Elektroden mit flüssigem Wasserstoff 
durchspült und dabei alle Unreinheiten durch Ausfrieren mit 
flüssigem Stickstoff der Zelle ferngehalten. Als angenommen 
werden konnte, daß die Elektroden auf die Temperatur des 
flüssigen Wasserstoffes gekühlt worden waren, wurde die Zelle 
von der Vakuumapparatur durch Hahnschluß getrennt und 
mit Argon bis zu einem Druck von 0,1 mm Hg-Säule gefüllt. 
Durch wiederholtes Zusammenlegen der Elektroden und Prüfen 
der Leitfähigkeit wurde wieder der Zeitpunkt abgepaßt, an 
dem gerade eine Isolation und somit das Vorhandensein einer 
dünnen Argonschicht festgestellt werden konnte. Hierauf 
blieben die Elektroden zusammen und die Aufnahme der 
Stromspannungscharakteristik nahm bei fortdauerndem Durch- 
fluB von Wasserstoff ihren Anfang (MeBapparatur Fig. 2). 

Aus dem Druck des gasförmig eingelassenen Argons 
(0,1 mm Hg-Säule) und dem Volumen der Apparatur (500 cm?) 
läßt sich die Menge des festen Argons (6- 105 cm?) bestimmen. 
Aus dieser und aus der Oberfläche der gekühlten Teile (300 cm?) — 
läßt sich wieder die maximale Argonschicht errechnen. Sie 
ergibt sich zu höchstens 2 mu. 
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5. Ergebnisse 


Als Ergebnisse dieser Versuche können die Stromspannungs- 
kurven der Figg. 4—10 angesprochen werden. 


x0? 
x0” 
x00" 


102 Vol 


& 


JogJ (Amp) durch die Schwefelschicht 
8 


0 190 20 volt 
An der Schwefelschicht liegende Spannung in Volt 


Fig. 4. Ergebnisse einer Versuchsreihe an Schwefel. Der Logarithmus 
des mit dem Elektrometer gemessenen Stromes ist gegen die jeweils an 
die Elektroden angelegte Spannung aufgetragen. Die Diskontinuitäten 
des Stromanstieges liegen bei Spannungen, deren Größen in demselben 
Zahlenverhältnis stehen wie die Ionisationsspannungen des Schwefels. 
Die beigezeichnete Differentialquotientenkurve läßt die Lagen und 
Größen der Diskontinuitäten besser erkennen. Die ihr beigeschriebenen 
Zahlenwerte geben das Verhältnis der Größen des Stromes nach der 
plötzlichen Erhöhung zu der vorherigen 


Sie zeichnen sich durch plötzliche Stromerhöhungen um 
das Mehrfache ihres vorherigen Betrages aus. Besonders ver- 
deutlicht soll dieser eigenartige Befund noch durch die bei- 
gefiigten Differentialquotientenkurven werden. Die Kurven 
der Figg. 4, 5, 6 wurden an Schwefel, die der Figg. 7, 8, 9, 10 
am Argon gewonnen und stellen Auswahlkurven dar, um den 
Typus der verschiedenen Resultate zu kennzeichnen. Besonders 
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Fig. 5. Ergebnisse einer Versuchsreihe an Schwefel. Der Logarithmus | 
des mit dem Elektrometer gemessenen Stromes ist gegen die jeweils an 
die Elektroden angelegte Spannung aufgetragen. Die Diskontinuitäten 
des Stromanstieges können nur schwer einzelnen Schichtelementen zu- 
geordnet werden. Die beigezeichnete Differentialquotientenkurve läßt 
die Lagen und Größen der Diskontinuitäten besser erkennen 
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Fig. 6. Ergebnisse einer Versuchsreihe an Schwefel. 
(Erläuterungen vgl. Fig. 4) = 
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fiir die Argonversuche ist 
noch hinzuzufügen, daß in 
neun von zehn Versuchen 
die Schichten nach dem ersten 
Anstieg des Stromes nicht 
mehr isolierten, und es so 
den Anschein erweckte, als 
seien sie nicht vorhanden. 
Auf die möglichen Ursachen 
dieser Erscheinungen soll 
noch eingegangen werden. 
Versuche an Quarzblättchen 
führten zu keinem Ergebnis, 
da sich Quarz zu solch 
dünnen Schichten nicht aus- 
blasen ließ. 

Die Größe der bei diesen 
Versuchen angelegten Felder 
läßt sich leicht errechnen. 
Tritt, wie z.B. in Fig. 4, eine 
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Fig. 7. Ergebnisse 
einer Versuchsreihe an Argon. 
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(Erläuterungen vgl. Fig. 4) 
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erste diskontinuierliche Stromerhöhung zwischen 38 und 48 Volt 
angelegter Spannung ein, so ergibt sich aus der Spannung: 
> 38 Volt und aus der errechneten höchsten Schichtdicke 
(vgl. S. 882 und 883): <2.-107" cm eine Feldstärke von 
>2.10® Volt/cm. Da die Schichtdicke wahrscheinlich noch 
kleiner und die Spannung im weiteren Verlauf der Versuche 
meistens größer war, so werden die Felder in der Größen- 
ordnung von 10° Volt/cm gelegen haben. Dieses soll nur ein 
Anhaltspunkt für spätere theoretische Betrachtungen sein. 
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Fig. 9. Ergebnisse einer Versuchsreihe an Argon. 
(Erläuterungen vgl. Fig. 5) 


Als Ergebnis dieser Versuche scheinen die Lagen der 
Diskontinuitäten bemerkenswert zu sein, zumal sie genau 
zahlenmäßig zugänglich und reproduzierbar sind. Bei erneutem 
Steigern des Feldes wurden die Sprünge bei denselben Span- 
nungen erhalten und bei gleichmäßiger Erhaltung des Feldes 
konnte der Strom selbst nach Stunden in gleicher Größe ge- 
messen werden. 2 

Die Betrachtung der Fig. 4 zeigt uns die Lagen der 
Diskontinuitäten zwischen den Spannungsintervallen von 38 bis 
48 Volt, 94—103 Volt, 148—157 Volt und 202—211 Volt. 
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Auf der Suche nach einem Gesetz für diese Zahlenverhältnisse 
findet man, daß sie annähernd proportional den Ionisations- 
spannungen des Schwefels liegen, die aus den Seriengrenzen 
bekannt sind. 
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An der Angenschicht hegenae Volt 


Fig. 10. Ergebnisse einer Versuchsreihe an Argon. 
(Erläuterungen vgl. Fig. 5) 


1 Zu Fig. 4: 
‘ Die Ionisationsspannungen des Schwefels liegen bei: = 
= 10,31 23,3 34,9 47,08 Volt fi 
; Die Diskontinuitäten der Stromerhöhungen wurden gefunden 


zen. 38 —48 94—103 148—157 202—211 Volt 
Eine genaue rechnerische Zuordnung würde sie ergeben bei: 


; 45 102 152 205 Volt 
Größe der Diskontinuität: 
83 72 2,6 2 2,1 


Unterstützt wurde dieser Befund durch die MeBergebnisse am : 
Argon, wie sie in den Figg. 7 und 8 wiedergegeben sind. = 
Zu Fig. 7: 34 

: Die Ionisationsspannungen des Argons liegen bei: 

: 15,68 27,82 36,75 178 Volt 
Die Diskontinuitäten der Stromerhöhungen wurden gefunden 
1 bei: 40—50 70—80 Volt 
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Eine genaue rechnerische Zuordnung würde sie ergeben bei: 
42 75 Volt 5 

Zu Fig. 8 
Die Ionisationsspannungen des Argons liegen bei: 
15,68 27,82 36,75 178 Volt 
Die Diskontinuitäten der Stromerhöhungen wurden gefunden 
bei: 130—140 230—240 310—320 Volt 
_ Eine rechnerische Zuordnung würde sie ergeben bei: _ DE 
134 237 314 Volt For 
Größe der Diskontinuitäten: 
65 x 6,2 x 5,5 x 
Das Auftreten dieser klaren Verhältnisse setzt das Vor- 
handensein eines einzigen Kriställchens voraus. Öfter werden 
sich mehrere verschieden starke Teilchen auf den trotz ihrer 
 Polierung für diese Verhältnisse äußerst unebenen Elektroden 
bilden und der Feldeinwirkung aussetzen. Bei 70°/, der 
Versuche wurden deshalb Kurven vom Charakter der Figg. 5, 
9 und 10 erhalten. Eine Zuordnung einzelner Stromerhöhungen 
zu verschiedenen einzelnen Teilchen wurde bei ihnen bewußt 
vermieden. Als Erklärungsversuch der Fig. 6 könnte folgendes 
angeführt werden. Man könnte die Sprünge bei 126 Volt 
und bei 285 Volt als zu einem Teilchen gehörend (535 = 53) ; 
und den bei 215 Volt liegenden als zu einem anderen Teilchen 
_ gehérend ansprechen. Jedoch ist diese Zuordnung nur als 
Vermutung zu werten. 

a Als besondere Begründung dieser Zurückhaltung in der 
Zuordnung muß noch angeführt werden, daß der innere Auf- 
bau jedes einzelnen Teilchens sich während des Versuches 
durch den überaus stark wachsenden Druck (~ 105 kg/cm?) 
den die Elektroden durch das hohe Feld auf die Unter- 
_ suchungsschicht ausüben, ändern kann. Eine Verdrückung 
der Schicht müßte dann eine Veränderung der Diskontinuitäts- 
Be zur Folge haben. Aus dem Entstehen dieses hohen 
Elektrodendruckes während des Versuchsganges parallel zur 
Erhöhung des Feldes kann vielleicht auch das Durchschlagen 
der Argonschichten erklärt werden; wahrscheinlich wurden sie 
zerdrückt und die Elektroden gelangten so zur Berührung. 

Eine Erklärung für das Auftreten der gefundenen Dis- 
kontinuitäten beim Stromdurchgang durch Isolatoren unter 
dem Einflusse hoher Felder kann heute noch nicht gegeben 
werden, da dies die ad Zahl der Versuche ebenso wie 
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die geringe Entwicklung der Wellenmechanik auf diesem Ge- 
biete noch nicht gestatten. Vielmehr können diese Ergebnisse 
nur als eine Bejahung unserer Vermutung angesehen werden, 
nämlich daß es gelingt, das Atominnere durch extrem hohe 
elektrische Felder irgendwie zu beeinflussen. Die Art der 
bei diesen Versuchen angewendeten Meßmethodik gestattete 
von vornherein, nur Äußerungen dieser Beeinflussung in Form 
einer Leitfähigkeitsänderung festzustellen. Die lediglich zu 
messende Leitfähigkeitsänderung kann ebenso eine Sekundär- 
erscheinung einer andersgearteten Atombeeinflussung durch 
das Feld sein, und es ist darin ein weiterer Grund für die 
augenblickliche Unmöglichkeit einer theoretischen Erklärung 
zu sehen. 

Jedoch besonders hervorzuheben als Ergebnis der an- 
gestellten Versuche ist, daß die bei der Erhöhung des Feldes 
auftretenden diskontinuierlichen Stromerhöhungen oft in dem- 
selben Zahlenverhältnis wie die Werte der lonisationsspan- 
nungen des untersuchten Stoffes stehen, und aus diesem Parallel- 
gehen der Erscheinung mit einer so typischen Materialkon- 
stanten auf einen Einfluß des Feldes direkt auf das Versuchs- 
material geschlossen werden muß. Dieser Befund verbietet 


‚somit Erklärungsversuche, die die Erscheinungen auf das 


Elektrodenmaterial oder auf sonstige Fremdkörper zurück- 
führen. Anschließend werden solche diskutiert. 

Zunächst erscheint es naheliegend, an einen der Glimm- 
entladung in der Geisslerröhre analogen Vorgang zu denken. 
In der Untersuchungsschicht gebundene oder aus den Ober- 
flächen der Elektroden in diese eingetretene Gase werden im 
Feld durch im Gas befindliche Ionen ionisiert. Dieser Deutung 
kann nicht stattgegeben werden, da die Gase durch Ausheizen 
oder Kondensation vom Versuch ferngehalten wurden und 
andererseits nach dieser Deutung höchstens Sprünge im 
Verhältnis der lIonisationsspannungen der eingeschlossenen 


Gase, niemals aber im Verhältnis derjenigen der untersuchten. 


Stoffe selbst erwartet werden können. 

Mit derselben Begründung mußte auch die Möglichkeit 
einer sogen. kalten Entladung!) abgelehnt werden, da die 
Stromstärke bei dieser Erscheinung sich ebenfalls kaum durch 
die Ionisationsspannungen des dazwischen liegenden Mediums 
variieren lassen wird. Es wäre schon eine Kombination dieses 
Effektes mit einer StoBionisation des Zwischenmediums an- 
zunehmen. 

1) Sogen. Äonaeffekt: Austritt von Elektronen aus kalten Elektroden 
durch hohe elektrische Felder. 

Annalen der Physik. 5. Folge. 19. 
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Zusammenfassung 


In der vorliegenden Arbeit sollte gepriift werden, ob die 
geringe Leitfähigkeit der Isolatoren auch noch bei extrem 
hohen Feldern durch das Ohmsche Gesetz beschrieben werden 
kann oder ob besondere Atombeeinflussungen durch die hohen 
Felder zu erwarten sind. Als Versuchsmaterial wurden der 
übersichtlichen Verhältnisse wegen isolierende Elemente, näm- 
lich Schwefel und festes Argon, gewählt. Zur Erlangung der 
extrem hohen Felder (~ 10° Volt/em) kamen sie in dünnen 
Schichten (höchstens 2 mu dick) zur Untersuchung, zur Messung 


oe Feld. Dabei wurde gefunden, daB das Anwachsen 
_ des Stromes diskontinuierlich geschieht und die Diskontinuitäts- 
_ stellen bei Feldgrößen liegen, die vielfach in demselben Zahlen- 
verhältnis wie die lonisationsspannungen des untersuchten 
Stoffes stehen. 

Auf eine Erklärung dieses Befundes, die vielleicht wellen- 
Gr mechanisch möglich ist, wurde wegen der geringen Zahl der 
_ Versuche verzichtet. Lediglich konnte aus den Ergebnissen 


ite 

Qu 
.® 
4 
"© 
a | 
a 
un 
‚a 
Q 
5B 
= 
=) 
© 
Qu 
me 
B 


: Die Versuche mit Schwefel kamen im Institut für Strahlen- ' 
forschung der Universität Berlin zur Ausführung, dessen 
Direktor, Professor Dr. Friedrich, der Arbeit seine Unter- 
stützung und seinen steten Rat lieh. 

Die Versuche mit Argon wurden als Gastarbeit im Kälte- 
laboratorium der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt durch- 
geführt. Für sie wurden etwa 64 Liter flüssiger Wasserstoff 
vom Kältelaboratorium zur Verfügung gestellt. Bei dieser 
Untersuchung wurde ich durch Oberregierungsrat Professor 
Dr. Meissner beraten; der Betriebsleiter des Kältelaboratoriums, 
_ Oberinspektor Giloi, leistete mir ständig Hilfe. 

Den obengenannten Herren, Herrn Prof. v. Laue, der 
_ Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft sowie dem Kälte- 
Ay: = bin ich für ihre Unterstützung der Versuche zu 
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 Eingehendere Darstellungen finden sich bei O. Meisser und 
_ H.Martin(8), H.Reich(13)und als neuestes bei H. Haalck (20). 
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Sak. 


Uber die Totalreflexion in der Akustik und Optik 
Grund experimenteller Ergebnisse der 


Von Oswald v. Schmidt 
(Mit 5 Figuren) 


Die Ergebnisse der angewandten Seismik dürften für die 
theoretische Akustik und Optik ein gewisses Interesse bieten, 
da es sich auf Grund dieser Untersuchungen erwiesen hat, 
daß beim Grenzwinkel der Totalreflexion ein ganz über- 
raschend großer Anteil der Energie in der Grenzschicht des 
akustisch (optisch) dünneren Mediums fließt, und daß eine 
Erscheinung zu beobachten ist, die man am besten mit 
„wandernder Reflexion“ bezeichnen könnte. 

Wendet man diese Ergebnisse auf die Optik an, so er- 
klären sich verschiedene Erscheinungen bei der optischen 
Totalreflexion viel anschaulicher als bisher. Auch für die 
drahtlose Telegraphie scheint sich eine viel befriedigendere 
Erklärung der Brechung in der „Kennely-Heaviside-Schicht“ 
zu u ergeben. 


I. Teil 
Die Totalreflexion in dr Seismik —— 


§ 1. Versuchsbedingungen 


Da die Ergebnisse der angewandten Seismik — die de fakto 
akustische Brechungsversuche im großen darstellen — an dieser 
Stelle weniger bekannt sein dürften, seien zuerst die Versuchs- 
bedingungen und Resultate der Sprengseismik kurz geschildert. 


Fig. 1 stelle einen Schnitt durch die obersten Erdschichten 
dar; 00° sei die Erdoberfläche mit der Schicht I, FF’ sei die 
Oberfläche einer darunterliegenden Schicht II. Die Tiefe a 
von der Erdoberfläche bis zu der Schicht II variierte in de 
verschiedenen Versuchen von 1 m bis zu 1000 m. 

Im Punkte 0 werde nun auf der Erdoberfläche eine 
Dynamitladung von beispielsweise 100 kg zur Detonation ge- 
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ee bracht. In fortlaufendem Abstand seien eine Anzahl von 
= 


Seismographen auf der Profilgeraden aufgestellt, die die 
Zeiten des ersten StoBes mit einer Genauigkeit von '0,001 Sek. 

zu registrieren gestatten. Nullpunkt der Zeitmessung ist der 
Moment der Sprengung, der durch Kurzwellensender auf die 
einzelnen Seismographen oder eine 
tragen wird. 


§ 2. Experimentelle Ergebnisse 


Die Ergebnisse derartiger Sprengversuche sind im aan 
der Fig. 1 (oben) dargestellt. Auf der Abszisse sind in Kilo- 
-metern die Abstände der einzelnen Seismographen von dem 


4 5 6 


_ Fig. 1. Unten: Querschnitt durch zwei Erdschichten mit Weg der Beben- 
strahlen. Oben: Dazugehörige ,,Laufzeitkurve“; Abszisse: Entfernung der 
A Stationen vom Sprengpunkt; Ordinate: jeweilige Ankunftszeit des Bebens 


Sprengpunkt eingetragen, auf der Ordinate die Zeiten vom 
Moment der Sprengung bis zum Eintreffen des ersten StoBes 
in Sekunden. Die Ordinate gibt also die Zeiten an, die das 
Beben (oder der Schall, was ja dasselbe ist) braucht, um auf 
dem Wege der kürzesten Zeit von 0 nach den einzelnen 
Seismographen zu gelangen (Laufzeiten). Bei horizontal liegen- 
den Schichten erhalten wir nun stets ein Diagramm, wie in 
Fig. 1 i. zuerst ein lineares Ansteigen der Zeiten, 
ale v,, der Geschwindigkeit des ersten — 
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dann ein meistens scharfer Knick und dann wiederum linearer 
Anstieg mit der Geschwindigkeit v,. Die Punkte liegen dabei 
mit verblüffender Genauigkeit auf den Geraden. Die Ampli- 
tuden nehmen mit wachsenden Entfernungen stetig ab, plötz- 
liches Kleinerwerden oder gar Fehlen der Einsätze wurde 
unter normalen Bedingungen nie beobachtet. 


§ 3. Der Weg der Bebenstrahlen 


Die erste Aufgabe bestand darin, den Weg festzustelle 
den die Bebenstrahlen gemäß dem Laufzeitdiagramm nehmen, 
und zwar vorläufig ohne jegliche theoretische Erklärung des 
Mechanismus beim Gesamtvorgang. Da die Seismographen 
den ersten Stoß anzeigen, so war es wohl das naheliegendste, 
stets an den Weg der kürzesten Zeit zu denken. Für die 
Seismographen 1 und 2 war dieses fraglos der Weg längs der 
Erdoberfläche mit der Geschwindigkeit v,. Vom Punkte 3 ab 

_ beobachten wir eine neue Geschwindigkeit v,, die in allen 
bisher untersuchten Fällen stets eine Übereinstimmung mit 
der longitudinalen Schallgeschwindigkeit des Mediums II ergab 
[vgl. hierzu z.B. H. Reich (11), (12),(13)]. Die Geschwindigkeit v, 
gehört also fraglos der Schicht II an, der Bebenstrahl durch- 
_ läuft einen Teil seines Weges also sicher im Medium II. Es 
blieb als letztes zu klären, unter welchem Winkel die Strahlen 
_ ins Medium II einfallen und wieder aufsteigen. L.Mintrop, der 
Erfinder der Methode [D.R.P. 1919 (4)]'), nahm den Grenzwinkel 
der Totalreflexion + an, ebenso O.v.Schmidt, von den ersten 
Versuchen seit 1921 an; es ergab sich dieses auf Grund einer 
einfachen Minimumrechnung als den Weg der kürzesten Zeit. 
Diese Auffassung soll im folgenden der Kürze halber als 
 „schräger Strahlengang“ bezeichnet werden. 
3 Dieser „schräge Strahlengang“ wurde für den Weg der 
Bebenstrahlen längere Zeit anerkannt, bis in den Jahren 1926/27 
verschiedene Forscher eine neue Theorie aufstellten, wonach 
der Bebenstrahl nicht unter dem Grenzwinkel, sondern senk- 
recht auf Schicht II auftreffe, dann an der Grenzschicht 
entlanglaufe und wieder senkrecht aufsteige. Diese von 


1) Der praktische Zweck dieser „seismischen Methode‘ beruht 
darin, daß durch derartige Sprengungen Vorhandensein, Tiefe und 
Neigungswinkel verdeckter geologischer Schichten überaus genau fest- 
gestellt werden kann. Über die dazugehörigen Berechnungen bei zwei 
und drei Schichten vgl. v. Schmidt (7), (9). Es sei hier beiläufig er- 
wähnt, daß allein in den U.S.A. für zwei Milliarden Dollar Erdöl 
durch die angewandte Seismik erschlossen worden ist, 
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G. Angenheister (5), W. Schweydar und H. Reich (6) und 
anderen aufgestellte Theorie wollen wir der Kiirze halber als 
„senkrechten Strahlengang“ bezeichnen und uns kurz mit der 
theoretischen Begriindung derselben sowie mit den Gegen- 
argumenten beschäftigen. Eingehender ist das Problem dis- 
kutiert in der Arbeit „Brechungsgesetz oder senkrechter Strahl? 
Eine kritische Studie auf Grund seismischer Arbeiten in 
Venezuela“ [O. v. Schmidt (10)]. 

Der erste Grund für die Annahme „senkrechter Strahlen- 
gang“ bestand in der beobachteten Tatsache, daß die Strahlen 
von ganz geringen Entfernungen an fast senkrecht zur Erd- 
oberfläche eintreffen. Um diese Erscheinung zu erklären, 
wurden Spezialsprengungen auf ganz nahe Entfernungen von 
2 bis 20 m ausgeführt [vgl. O.v. Schmidt (10)]. Diese Unter- 
suchungen haben einwandfrei nachgewiesen, daß die oberste 
Erdschicht von 1 bis 10 m Mächtigkeit eine „Verwitterungs- 
schicht“ darstellt, die eine Schallgeschwindigkeit von nur 
300 bis 400 m besitzt. Da die Schallgeschwindigkeit der 
_ darunterliegenden normalen Schicht selten unter 1600 m liegt, 
so kommt es in 1 bis 10 m unter der Erdoberfläche zu einer 
nochmaligen starken Brechung, wodurch der fast senkrechte 
Strahlenaufstieg restlos erklärt wird; letzterer bildet also — 
wie nun wohl allgemein angenommen — keine Stütze mehr 
für die Theorie des „senkrechten Strahlenganges“. 

Der zweite Grund für die Annahme des „senkrechten 
Strahlenganges“ bestand in der theoretischen Erwägung, daß 
man sich gemäß dem Brechungsgesetz ein Eindringen und 
Wiederaufsteigen angeblich nur so vorstellen könne, „daß der 
gebrochene Strahl ein wenig in diese Schicht eindringt und 
hier infolge einer kontinuierlichen Zunahme der Geschwindig- 
keit gekrümmt wird, um wieder aus der härteren Schicht 

 herauszukommen. Es scheint uns schwierig, eine Erklärung zu 
finden für eine Aufwärtsbewegung des Strahles“ [W.Schwey- 

dar und H.Reich (6), S. 124]. Der Weg des Strahles nach 
dieser Auffassung ist in der Fig. 1 durch die punktierte Linie b’ 
angedeutet. 
Auch dieser zweite Punkt konnte auf Grund experimen- 
_ tellen Materiales soweit geklärt werden [vgl. O. v. Schmidt (10)], 
- daB von einer Zunahme der Geschwindigkeit und einem tieferen 
Eindringen in Schicht II keine Rede sein kann. Die Laufzeit- 
_ kurven, bis auf viele Kilometer verfolgt, zeigen (im Falle aus- 
geprägter Schichtgrenzen) haarscharf auf einer Geraden liegende 
Punkte. Von einer Zunahme der Geschwindigkeit, die ja eine 
Krümmung der Kurve bedingen würde, ist nichts zu bemerken. 
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Die Wellen laufen also sicher an der Grenze von Schicht II; 
ein Resultat, das für die späteren Überlegungen von größter 
Bedeutung ist. 

An dieser Stelle sei noch einer anderen Anschauung Er- 
wähnung getan, die im ersten Moment besonders einleuchtend 
erscheint, jedoch auch nicht den Tatsachen gerecht wird: man 
könnte annehmen, daß es sich bei den Erscheinungen der 
Sprengseismik um einen Bebenstrahl handelt, der nur an 
genähert unter dem Grenzwinkel in das Medium II eindringt 
und nur infolge der welligen Struktur der Grenzfläche an den 
passend geneigten Stellen ins Medium I zurückfließt; diese An- 
nahme wird dadurch widerlegt, daß die aufsteigenden Wellen 
eine mit der Entfernung stetig abnehmende Amplitude auf- 
weisen, Stellen mit plötzlich aussetzendem Aufstieg habe ich, 
wie schon gesagt, niemals beobachtet, so daß ein Zufalls- 
element wie die wellige Struktur hierbei unmöglich eine Rolle 
spielen kann. Auch zeigt sich die Erscheinung des Wieder- 
aufsteigens gerade dort am deutlichsten, wo es sich um be- 
sonders ebene Grenzflächen handelt. 

Der dritte Grund, der gegen den Grenzwinkel der Total- 
reflexion angeführt wurde, war die Anschauung, „daß auf diesem 
Wege nur verschwindend wenig Energie zur Oberfläche ge- 
langen könne“. Ich habe in der mehrfach zitierten Arbeit 
„Brechungsgesetz oder senkrechter Strahl?“ den überraschend 
großen Energietransport bei der Sprengseismik zu erklären 
versucht; während aber die übrigen Ergebnisse der Arbeit 
restlos anerkannt worden sind, sträuben sich verschiedene 
Geophysiker, die vorgeschlagene Erklärung des Energie- 
transportes zu akzeptieren, da die Arbeit in einigen Punkten 
im Widerspruch zu den klassischen Brechungsgesetzen der 
Akustik und Seismik steht. [Vgl. die Diskussion H. Reich (14), 
O. v. Schmidt (15).] 

Dieser Widerspruch besteht, und zwar ist es ein Wider- 
spruch zwischen den Ergebnissen der Sprengseismik einerseits 
und den Anschauungen der theoretischen Akustik über die 
Totalreflexion andererseits. Dieser Widerspruch ist der Grund, 
weshalb diese bis hierher rein geophysikalische Arbeit dem 
Forum der theoretischen Physiker unterbreitet wird. 

Bevor wir an eine Überprüfung der Brechungsgesetze 
herantreten, seien die Ergebnisse der Sprengseismik nochmals 
kurz zusammengefaßt, wobei nur die feststehenden Tatsachen 
erwähnt werden sollen; jegliche theoretischen Annahmen, sogar 
der Grenzwinkel der sollen beiseite gelassen 


Br 
s 
1087, 
r = 
2 
a 
= 
n 4 
4 
- 
n 
| 
e 
r 
r 
r 
e 
| 
r 
| 
| 
1 
r 
1 
i 
t 
1 
- 
1 
» 
2 


896 


§ 4. Zusammenfassung der Ergebnisse der Sprengseismik 


1. Grenzen zwei Medien mit den Schallgeschwindigkeiten », 
und v, aneinander, so pflanzt sich ein einmaliger hapuls (Knall) 
im Medium mit der geringeren Geschwindigkeit v, derartig fort, 
daß der Schallstrahl unter einem noch unbekannten Winkel 
in die Schicht II einfällt und dann an der Grenzschicht des 
Mediums II (also des akustisch dünneren!) weiterläuft. 

2. Die Grenzwelle hat die Geschwindigkeit der gewöhn- 
lichen longitudinalen Wellen des Mediums II, oder genauer 
gesagt, eine Differenz ist bisher noch nicht festgestellt worden. 

3. Die Grenzwelle wirkt auf das Medium I wieder zurück; 

die Strahlen steigen unter einem noch unbekannten Winkel an 
die Oberfläche. 
4. Die Energie dieser Grenzwelle muß sehr bedeutend 
sein, da die von unten aus dem Medium II kommenden Im- 
pulse noch in einer Entfernung von 6 km vom Sprengpunkt 
und aus einer Tiefe von 1 bis 2 km sich nachweisen 
lassen. 
is 5. Die ankommende Energie nimmt bei größerer Tiefe 
des Mediums II nur überraschend wenig ab. 


Die klassischen Brechungsgesetze der Akustik und Optik 


Wir wollen nun die Brechungsgesetze der Akustik kurz 
_ überschauen, um einen Überblick darüber zu gewinnen, ob die 
pe ag der Sprengseismik durch diese Gesetze zu erklären 


er aus der Optik übernommen, so vor allem das Snelliussche 
 Brechungsgesetz und die Fresnelschen Formeln über die 
_ Energieverteilung bei der Brechung. Speziell fiir die Akustik 
sind die Energieverhältnisse quantitativ exakt erstmalig von 
Pp. Drude (1) und später von R. Berger (2) untersucht worden. 
Diese Drudeschen Ansätze wurden dann von K. Zöppritz 
speziell für die Seismik durchgearbeitet (3). Kürzlich hat nun 
ae H. Blut (16) für verschiedene konkrete Fälle die Energiever- 
teilung bei der Brechung numerisch durchgerechnet. 

bad In Fig. 2 ist das Resultat einer derartigen Berechnung 
nach der Blutschen Arbeit (a.a. O.) als Kurve dargestellt, 
und zwar für den Fall, daß Schicht I aus „Deckgebirge“, 
Schicht II aus Granit besteht. Sehen wir uns diese Kurve 
etwas genauer an, da sie den gegenwärtigen Standpunkt der 
theoretischen Seismik darstellt. Auf der Abszisse sind die 
ae Winkel aufgetragen, unter denen der einfallende longitudinale 
Strahl auf die Schicht II auftrifft. Auf der Ordinate ist die 
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Energie der gebrochenen und reflektierten Strahlen in Pro- 
zenten der einfallenden Energie aufgetragen. Wir sehen beim 
Einfallswinkel 0°, also senkrechtem Einfall, daß etwa 90°/, 
der Energie ins Medium II durchgeht; von 30° ab, wo die 
durchgehende Energie immer noch 81,8°/, beträgt, fällt dann 
der Anteil rapide, um bei Grenzwinkel (36° 23’) den Wert 0°/, 
zu erreichen. Beim Grenzwinkel der Totalreflexion geht also 
überhaupt keine Energie in das Medium II über! Anderer- 
seits schnellt die reflektierte Ener- 
gie von 30° ab in die Höhe, um 
nach einer scharfen Spitze (beim 
Winkel der Totalreflexion) noch- 
mals abzunehmen, dann wieder 
anzusteigen und dann bei 90° 
(also streifendem Einfallen) 100°/, 
zu erreichen. 

Diese Kurven sind vom Stand- 
punkt der Kontinuität der Natur- 
erscheinungen unbefriedigend. Hi 

Der hauptsächlichste Punkt, 5 
an dem man Kritik üben muß, O° 07.207 WP OP 8° 9° 
besteht in dem Resultat, daß eine Fig. 
der Grenzschicht parallellaufende ger einfallenden longitudinalen 
Welle gemäß diesen Kurven über- Energie nach Blut. 
haupt nicht existieren kann, denn d = durchgehender Anteil 
Parallelität zur Grenzfläche kann r = reflektierter Anteil 


S 


(longitudinal), 


nur beim Grenzwinkel auftreten, 
und die Energie beim Grenzwinkel 
soll ja 0°/, betragen. Interessanter- 


d’ = durchgehender Anteil 
r’ = reflektierter Anteil 
(transversal) 


weise gibt Blut im Text seiner 

Arbeit im Gegensatz zu den Kurven und Berechnungen zu, daß 
bei der Totalreflexion eine Grenzflächenwelle auftritt; S.135 der 
selben Arbeit heißt es „Außerdem tritt eine Grenzflächenwelle 
mit in vertikaler Richtung exponentiell abnehmender Amplitude 
auf“. Mit diesem Satz ist aber die Grenzwelle abgetan; sie 
wird bei allen späteren Berechnungen vollkommen vernach- 
lässigt. Dieses widerspricht nun aber den Ergebnissen der 
Sprengseismik, die auf die Dauer nicht mehr ignoriert werden 
können; tausende von Sprengungen haben die Existenz einer 
derartigen Grenzwelle erwiesen, es handelt sich also im fol- 
genden darum, die Ergebnisse der Sprengseismik zu erklären 
und die Widersprüche mit der theoretischen Seismik bzw. 
Akustik in Einklang zu bringen. Beides ist, wie im folgenden 
gezeigt werden soll, vollkommen möglich. 
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gang bei der Brechung noch einmal bildlich vorstellen, aller- 
dings jegliche historisch bedingten Parallelen mit der Optik 
vorläufig beiseite lassen; wir werden später sehen, daß die 
moderne Optik unsere Überlegungen nur bestätigen wird. 
Stellen wir uns vor, daß ein „akustischer Strahl“ mit kon- 
tinuierlich wachsendem Einfallswinkel ins Medium II einfalle; 
dann wird sich der im Medium II laufende gebrochene Strahl — 
gemäß dem Snelliusschen Brechungsgesetz — kontinuierlich 
immer mehr der Grenzfläche nähern: es muß also nach dem 
 Kontinuitätsprinzip unbedingt ein Moment eintreten, in dem 
der gebrochene Strahl im Medium II genau parallel zur Grenz- 
fläche verläuft. 
Es gibt keinerlei experimentelle Tatsachen, die gegen die 
Existenz dieses Grenzstrahles sprechen oder seine Energie 
gleich 0 verlangen. Auch die theoretische Erwägung, daß die 
analoge einfallende Energie in der Optik beim Grenzwinkel 
total reflektiert wird, spricht nicht gegen unsere Annahme, 
wie im späterem Verlauf der Arbeit gezeigt werden soll. 
Wir wollen den obigen Gedanken vorläufig als Hypothese 
hinstellen und folgendermaßen formulieren: Beim Grenzwinkel 
der Totalreflexion läuft der gebrochene Strahl parallel der 
Grenzfläche im akustisch dünneren Medium II; seine Energie 
ist nicht gleich Null, sondern der Größenordnung nach etwa 
gleich der durchgehenden Energie beim senkrechten Einfall. 


Fig. 3. Die „Summation im Grenzstrahl“. Die Strahlen AC und BDC 
treffen gleichzeitig in E ein und summieren sich daher. Die Intensität 
der Grenzwelle im Medium II ist daher sehr bedeutend! 


Gibt man die Existenz einer derartigen Grenzwelle zu, 
so führt folgende Überlegung zu einer überraschend einfachen 
Erklärung der in der Sprengseismik beobachteten unerklärlich 
großen Energiebeträge in der Grenzschicht: Es sei EABF 
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(Fig. 3) ein Bergrücken aus Sand, mit der Schallgeschwindig- 
keit v,, EF sei die Felsenunterlage mit der Geschwindigkeit 


v . . 
v,(% > v,). Dann ist sini, Wir suchen uns nun ein 


Stiick auf dem Bergriicken aus, wo der Anstiegswinkel gerade 
i, sei (AB), und bringen dort zwei Dynamitpatronen A und B 


urch elektrische Ziindung genau gleichzeitig zur Explosion, 
wobei ein Seismograph in E die beiden Sprengungen regi- = 
strieren soll. 


Betrachten wir nun die beiden Strahlen AC und BD, 
die von den beiden Sprengpunkten A und B ausgehen, in 
ihrem zeitlichen Verlauf. Hierzu ziehen wir von D aus eine 
Parallele DG zu AB; es sind dann die Wege und daher 
auch die Zeiten bis G und D gleich, es verbleibt also nur 
die Untersachung der Zeiten t, und ¢t,. Nun ist 


b a sin i 
somit t, = 

_ asini 

a 


Es ergibt sich also, daß die Strahlen AC und BDC genau 
gleichzeitig, also in Phase bei C und daher auch E ankommen, 
sich daher verstärken, und summiert an der Grenzfläche weiter- 
laufen müssen: „Summation im Grenzstrahl“. 

Wir können nun die Fläche AB nicht nur mit zwei, 
sondern mit beliebig vielen Sprengungen belegen, ihre Beben- 
strahlen würden alle in Phase bei C ankommen, sich also 
alle summieren. Bezeichnen wir (nur der Kürze halber) die 
Summe aller von A B ausgehenden Bebenstrahlen als „Plan- 
welle“, so können wir das Ergebnis der Untersuchung folgender- 
maßen zusammenfassen: Fällt eine Planwelle unter dem 
Grenzwinkel i auf eine Grenzschicht, so wird aus der Plan- 
welle eine isolierte (einzige) Grenzwelle mit summierter Ampli- 
tude, wobei sich die Intensitäten umgekehrt proportional zu 
den Querschnitten verhalten; die Intensität in der dünnen — 
jedoch nicht unendlich dünnen — Grenzschicht muß daher 
sehr bedeutend sein. 

Diese Summation der Energie in der Grenzschicht ist 
eine rein geometrische Konsequenz, die auch für kontinuier- 
liche Wellen gelten muß, falls man überhaupt die Existenz 
einer Grenzwelle mit von 0 verschiedener Intensität anerkennt. 


87. Erklärung des Wiederaufsteigens. „Wandernde Reflexion“ 


Es verbleibt nun zu erklären, wodurch diese Grenzwelle 
wieder auf die Schicht I zurückwirkt, wie das in der Spreng- 
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seismik immer zu beobachten ist. Zieht man in Betracht, 
daß die Grenzwelle in einem Gebiet läuft, in dem die an- 
grenzenden Medien ganz verschiedene Schallhärten besitzen, 
so sind ja alle Bedingungen für eine „Koppelwelle“ nach 
K. Uller(17),(18),(19) gegeben, also für eine Welle mit einer 
gleichzeitigen longitudinalen und transversalen Komponente 
und einer Geschwindigkeit v, longitudinal. 

Die genauere Natur dieser Kopplungswellen wird natür- 
lich erst eine exakte Durchrechnung klären. 

Haben wir die „Summation im Grenzstrahl“ — wie im 
vorigen Abschnitt geschildert — anerkannt, so ergibt sich die 
Rückwirkung auf das Medium I (das Wiederaufsteigen) als 
logische Konsequenz des Satzes vom umkehrbaren Strahlengang. _ 


Dieses sei an einem analogen Gedankenexperiment wie im 
vorigen Abschnitt erläutert: Es seien in Fig. 4 alle Verhält- 
nisse genau dieselben wie in Fig. 3 mit dem alleinigen Unter- 
schied, daß in A und B statt der Sprengladungen je ein 
Seismograph steht, und daß sich im Punkte E die Spreng- 
ladung befindet. Der Schall muß nun — auf Grund der 
Umkehrbarkeit des Schallweges — genau denselben Weg 
nehmen wie im vorigen Beispiel und bei den beiden Seismo- 
graphen A und B genau gleichzeitig ankommen. Wir brau- 
chen uns zur Erklärung dieses Effektes nur zu vergegen- 
wärtigen, daß die wandernde summierte Grenzwelle Kugel- 
wellen ins Medium I ausstrahlt; ein Blick auf die Fig. 4 zeigt 
uns, daß die von C und von D ausgehenden Kugelwellen 
gerade gleichzeitig in A und B ankommen müssen, daß also 
die Grenzwelle sich wieder in eine Planwelle unter dem Grenz- 
winkel 4 verwandelt. \ 

Dieses ist der Vorgang, den ich mit „wandernde Re- 
flexion“ bezeichnen möchte, und der nicht nur bei einem ein- 


ze > 
% 
en Q, Fig. 4. Der von E ausgehende Impuls kommt gleichzeitig in Aund Ban. | 
Seren Die Grenzwelle sendet Planwellen ins Medium I zuriick! ae 
ee maligen Impulse, wie beim Knall, sondern auch bei einer 
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kontinuierlichen Welle eintreten muß, da die „Summation im 
Grenzstrahl“ und die „wandernde Reflexion“ beides Vorgänge 
sind, die in Phase verlaufen. 


§ 8. Die Summation bei Kugelwellen 


Wir haben bisher nur den Fall betrachtet der einer 
Planwelle entsprach, wenden wir uns nun der im Experiment 
streng genommen allein gültigen Kugelwelle zu. Wir führen 
an dieser Stelle eine Erweiterung der ersten Hypothese ein: 
der durchgehende Strahl verläuft nicht nur beim Kinfallswinkel ¢,, 
sondern auch bei Einfallswinkeln, die größer sind als 7, in der 
Grenzschicht des Mediums II. 

Diese Hypothese ist rein intuitiv eingeführt, es wird sich 
aber sofort zeigen, daß sich die sonst nicht erklärbaren Vor- 
gänge der Sprengseismik durch sie gut erklären lassen. Außer- 
dem findet die Hypothese eine Stütze in den analogen Er- 
scheinungen der Optik, da die Maxwellschen Gleichungen 
sowohl bei i, als auch bei Einfallswinkeln >, ein Fließen 
der Energie längs der Grenzschicht im Medium II verlangen. 
Besonders exakt mathematisch bewiesen ist diese Folge der 
Maxwellschen Gleichungen in der Arbeit von Picht, auf die 
im Abschnitt Optik (16), (17) noch näher eingegangen wird. 

Unter Annahme dieser Hypothese wollen wir nun unter- 
suchen, welches Strahlenbüschel bei den Bedingungen der 
Sprengseismik zur Summation gelangt; nur dann, wenn sich 
an Hand der aufgestellten Hypothese wirklich beträchtliche 
Energien summieren, nur dann können wir die Erscheinungen 
der Sprengseismik als geklärt betrachten. 

Es sei (Fig. 5) A der Sprengpunkt, von dem aus sich eine 
Kugelwelle ausbreite; h sei die Mächtigkeit (Tiefe) der Schicht I 
mit der Geschwindigkeit v,, darunter liege Schicht II mit », ; 
r, sei der Strahl, der unter dem Grenzwinkel 7, einfällt und 
somit am schnellsten bei B eintrifft; r, sei ein beliebiger 
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Fig.5. Die Erklärung der Vorgänge bei der Sprengseismik. 

Die gesamte unter dem Winkel ö ausstrahlende Energie summiert sich 
zu einer einzigen Grenzwelle; alle aufsteigenden Strahlen der „wandern- 
den Reflexion‘ von E bis F kommen gleichzeitig als eine Welle bei B an 
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anderer Strahl mit größerem Einfallswinkel i, + ö, der natür- 
lich später in B ankommt und auch — gemäß unserer Hypo- 
these — in der Grenzschicht weiterliuft. Es wird nun ge- 
fragt: 1. um wieviel später kommt r, an? 2. welchen Bruch- 
teil einer Wellenlänge macht die Verspätung aus? 
Es ist: 
h 


cos (i + 0)’ cost’ 


- sini {tg i+ 0)—tgi}]. 


“v, | cos (i + 9) cost 

Eine trigonometrische Vereinfachung ergibt schließlich für ¢ die a 
R 1 — cosd 

v, | (+) 


Um zu wissen, wie vielen Wellenlängen das obige At ent- 


spricht, müssen wir durch T = am dividieren, wir erhalten dann 
1 


h 


cos (i + 0) 


Da t, 
T 

eine Auslöschung der Wellen erst ein wenn 4t= 7 wird; 

wir erhalten also: 


Sind demnach die Mächtigkeit h und die Wellenlänge A ge- 
geben, so läßt sich der Winkel ö finden, bis zu dem maximal 
noch Summation der Wellen in der Grenzschicht ein- 
treten kann. 

Um sich ein Bild über die Größenordnung des Summa- 
tionswinkels d in Abhängigkeit von dem Bruche 0,5 4/h machen 
zu können, sind in der Tab. 1 einige Werte von ö berechnet, 
für den Spezialfall, daß der Grenzwinkel 1 = 20° sei. 

Betrachten wir nun noch kurz die Wirkung der Strahlen, 
die unter einem Winkel, der größer ist als 4+ 0, auf die 
Grenzschicht einfallen. Es = sich dann, daß diese Str ahlen, 


unter allen Umständen die kürzeste Zeit ist, so tritt < ; 


> > > > > 
| Uy; 
Zeit über 1, d) = — + — 
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Tabelle 1 
Die Abhängigkeit des Summationswinkels 5 vom Verhältnis 0,5 A/h 


| 
Mi 
h h | 
Ps 0,000106 1° 0,315 35° 
0.00412 50 0,468 400 
0015 -| 10° 0,694 45° 
0,0416 15° 1,04 
0,0766 20° 1,65 
0,132 250 9, 
0,208 30° 6,59 65° 


die ja mit einer Verspätung > A/2 eintreffen, nur die späteren 
negativen Amplituden der Grenzwelle durch Interferenz zum 
Verlöschen bringen. Die nach dem Medium I gerichteten 
Amplituden bleiben bestehen. Eine genauere Darlegung dieser 
Verhältnisse soll in einer späteren Arbeit erfolgen. 


89. Erklärung der Vorgänge bei der Sprengseismik Res} 


Ein Beispiel, aus der Praxis entnommen, möge die Ver- eta: 
hiltnisse bei der Sprengseismik illustrieren: v, = 1600 m; 2 


= 4680 m; 0,5 T = 0,025 sec, mithin + = 40 m; h= 100m; 


es ergibt sich daher i 0,4. Diesem Werte entspricht in 


unserer Tabelle ein Summationswinkel zwischen 35 und 40° 
oder genauer 38% Es addieren sich mithin in der Grenz- 
schicht alle Strahlen vom Grenzwinkel = 20° bis zu 58°! 
(vgl. Fig. 5.) 

Je kleiner das Verhältnis 0,5 A/k wird, um so kleiner 
wird auch der Summationswinkel ö; in der Sprengseismik sind 
die Verhältnisse allerdings derartige, daß man stets mit be- 
trächtlichen Summationswinkeln rechnen kann; wäre die Tiefe h 


z. B. nicht 100 m, sondern 1000 m, so wire O88 _ 0,04; der 


Summationswinkel wäre aber 15°, wir hätten also immer noch 
eine beträchtliche Summationsmöglichkeit. 

Die Summation in einem Winkel von 38° bei obigem 
Beispiel tritt nun bei der Zurückstrahlung ins Medium | von 
neuem auf: wir müssen uns in der Fig. 5 nur vorstellen, daß 
eine Grenzwelle von D nach F wandert und in B ein Seismo- 
graph steht. Wie oben nachgewiesen, beträgt die Zeitdifferenz 
zwischen den Strahlen r, und r, weniger als eine halbe 
Periode oder Wellenlänge, wir erhalten also auch beim Auf- 
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steigen eine analoge Summation. Auch hier wird die erste 
Halbwelle, ebenso wie beim Einfallen, durch die Wellen, die 
später als 0,5 T eintreffen, keineswegs zum Verlöschen ge- 
bracht, da es sich ja bei unseren Betrachtungen stets um die 
erste eintreffende Halbwelle handelt. 

Die obige Erklärung des Vorganges der Sprengseismik 
macht nicht nur die geringe Abnahme der Energie bei wach- 
senden Entfernungen verständlich, sondern sie erklärt auch 
die verhältnismäßig geringe Abhängigkeit der transportierten 
Energie von der Tiefe der Schicht I. Wir sahen ja, daß bei 
einer Verzehnfachung der Tiefe von 100 m auf 1000 m der 
Summationswinkel sich nur von 38° auf 15° verringert. Also 
auch diese sonst kaum erklärliche Tatsache wird durch die 
Summation und die „wandernde Reflexion“ zwanglos erklärt. 

Es verbleibt die Frage, was die Strahlen machen, die 
unter einem Winkel kleiner als i, auf die Grenzschicht ein- 
fallen. Am einfachsten ist die Frage bei senkrechtem Ein- 
fallen zu beantworten: hier hängt bekanntlich der Prozentsatz 
der reflektierten Energie von dem Verhältnis der Schallwider- 


stände q = Zt ab, wenn unter v,v, die Geschwindigkeiten 
2 
und unter 0,0, die Dichten verstanden werden sollen. Wir 
erhalten dann für die reflektierte Intensität J, und die durch- 
gehende Intensität J, folgende Ausdrücke (nach E. Waetz- 
mann, „Akustik“ im Müller-Pouillet): AIR 
J,= J, (q + 1)?’ J, J. (q + 1) 


In unserem Beispiel ist ot. = 0,342; ® = 1; wir finden so- 


mit, daB 24°/, der einfallenden Energie reflektiert wird, und 
76°/, der einfallenden Energie in die Schicht II eindringt. 
Der große Anteil dieser bei Winkeln kleiner als 1, in das 
Medium II eindringenden Energie kann seismisch leicht nach- 
gewiesen werden; falls nämlich unter der Schicht II noch eine 
Schicht III vorhanden ist (v,> v,), so werden die Strahlen 
durch die „wandernde Reflexion“ analog zu früherem wieder 
an die Oberfläche gelangen. Über den Nachweis und den Weg 
dieser Strahlen vgl. O. v. Schmidt (9). 

Somit sind die hauptsächlichsten Eigenschaften der 
Sprengseismik durch die „Summation im Grenzstrahl“ und die 
„wandernde Reflexion“ erklärt; die Strahlen unter dem um- 
strittenen Einfallswinkel i, sind also nicht nur die Wege der 
kürzesten Zeit, sondern auch die Wege des hauptsächlichsten 
Energietransportes. 
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§ 10. Der Grenzstrahl ist nur ein „Umweg“ 
zum reflektierten Strahl 

Sehen wir uns von dem neu gewonnenen Standpunkt die 
Blutschen Kurven als Repräsentanten der seismischen For- 
meln nochmals an. Wir hatten die Hypothese eingeführt, 
daß der gebrochene Strahl auch nach dem Grenzwinkel im 
Medium II verbleibe. Andererseits verlangen ja dieselbe 
Hypothese und die Tatsachen der Seismik, daß vom Grenz- 
winkel ab die „wandernde Reflexion“ auftritt. Der durch- 
gehende Strahl (Grenzstrahl) wird also letzten Endes doch 
zum reflektierten, wenn auch nicht sofort, so doch nach einer 
mehr oder weniger großen Zahl von Wellenlängen. Die Be- 
griffe „reflektierter Strahl“ und „durchgehender Strahl“ ver- 
lieren also vom Grenzwinkel ab ihren streng entgegengesetzten 
Charakter und verschmelzen eigentlich zu einem gemeinsamen 
Begriff. Die „durchgehende Energie“ in der Blutschen Kurve 
kann daher letzten Endes auch als „reflektierte Energie“ auf- 
gefaßt werden — oder umgekehrt, wodurch dann die Kurven 
vollkommen ihren Charakter der Unstetigkeit verlieren. 


II. Teil 
Die Totalreflexion in der Optik 


§ 11. Übersicht der bestehenden Widersprüche 

Da der Gedanke der Summation beim Grenzwinkel der 
Totalreflexion auf rein geometrischen Überlegungen beruht, 
und da andererseits die Formeln der Akustik und Seismik 
aus der Optik übernommen sind, so erhebt sich die Frage, 
ob die vorstehenden Ergebnisse und Überlegungen nicht auf 
die Optik übertragbar sind. 

Der ganze Komplex der Fragen über Brechung und Total- 
reflexion in der Optik ist in zwei großen Arbeiten zusammen- 
gefaßt, einmal durch M. v. Laue, „Spiegelung und Breéhung 
des Lichtes an der Grenze zweier isotroper Medien“ (14), und 
andererseits durch W. König, „Elektromagnetische Licht- 
theorie“ (15). Die nachfolgenden Literaturzitate sind haupt- 
sächlich der Arbeit v. Laues entnommen. 

Es besteht in der Optik bekanntlich seit langem ein 
Widerspruch zwischen den beiden Beschreibungen der Total- 
reflexion: Einerseits geht nach den Fresnelschen Formeln 
und nach experimentellen Ergebnissen die einfallende Energie 
zu 100°/, in die reflektierte Energie über, wie es ja auch der 
Name „Totalreflexion“ besagt. 

Andererseits wird von verschiedenen Forschern darauf 
hingewiesen [W. Voigt (3), A. Eichenwald (7), Cl. Schäfer 
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und G. Gross (8), R. Gans (10), Ramann (13)], daß im zweiten 
Medium eine Energie parallel zur ch fließen müsse, 
aber trotzdem im Zeitmittel durch die Grenzschicht 
keinerlei Energie strömt. Diese Ergebnisse — die auf einer 

_ Weiterentwicklung der Maxwellschen Gleichungen basieren — 
ließen sich bisher schwer anschaulich darstellen, auch aus den 

_ Zeichnungen von A. Eichenwald (a. a. O.) konnte man schwer 

entnehmen, was in der Grenzschicht eigentlich vor sich geht. 

Es hat auch nicht an experimentellen Versuchen ge- 
= das Eindringen des Lichtes ins zweite Medium nach- 
zuweisen. So näherten J. Newton (1),G. Quincke (2) dem ersten 
Medium verschiedene Körper und konnten dann in der Luft- 
schicht (Medium II) Licht nachweisen. H. Hall (5) beobachtete 
die Schwärzung einer Gelatineschicht im zweiten Medium, wobei 

ein Eindringen des Lichtes bis zu 42 zu beobachten war. 
pa _W. Voigt (3) beobachtete den Lichtaustritt an einer geknickten 
Hypothenusenfliche eines total reflektierenden Prismas; 
R W. Wood (9), (12) beobachtete fluoreszierende Körper in 
einer Gelatineschicht. Alle Forscher fanden einen Energiefluß 
im Medium II. 

Br Auch mit Hertzschen Wellen sind Versuche angestellt 

worden, um bei der Totalreflexion das Eindringen der Wellen 

ins zweite Medium zu beweisen. Es liegen Arbeiten vor von 
A.Righi (4), E.Oppen (6), sowie Ö.Schäfer und G. Gross (8); 
besonders beweisend erscheint die letzte Arbeit, in welcher das 

Vorhandensein der Wellen durch ein Thermoelement nach- 

gewiesen wird. 

Diesen Versuchen wurde mehrfach entgegen gehalten, daß 
durch die Annäherung der Nachweiskörper die Feldbedin- 
gungen einschneidend verändert worden wären, so daß es zu 
keiner „Total“reflexion mehr käme, das Licht also quasi aus 
dem ‘ersten Medium herausgelockt 'würde. Den Widerspruch 

in den Anschauungen faßt neuerdings E. Buchwald (Physik 
ae Us in regelmäßigen Berichten 1933) sehr prägnant in den Satz 
zusammen „kurzum: weder für das erste, noch für das zweite 

Medium scheinen die Dinge endgültig geklärt“. ER 


§ 12. Die „wandernde Reflexion“ in der Optik 


Wendet man nun die aus der Sprengseismik hervor- 
gegangenen Ergebnisse und Überlegungen auf die Total- 
reflexion in der Optik an, so kommen wir zu folgender 

analoger Anschauung fiir die optische Totalreflexion: 

1. Die „durchgehende Energie“ wird beim Grenzwinkel nicht 

gleich Null, sondern fließt an der Grenze des Mediums II weiter. 
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2. Die Intensität im Medium II ist sehr beträchtlich, da 
sich die Intensitäten umgekehrt wie die Querschnitte des ein- 
fallenden Strahles zum Grenzstrahl verhalten. 

3. Die Welle an der Grenze des zweiten Mediums strahlt 
kontinuierlich wieder ins erste Medium zurück, es ergibt sich 
also eine „wandernde Reflexion“, analog wie in der Spreng- 
seismik. 

Übernehmen wir diese Anschauung, so erklären sich die 
oben angedeuteten Widersprüche bei der optischen Total- 
reflexion vollkommen zwanglos. Wir erhalten einerseits den 
Energiefluß im zweiten Medium, wie von den Maxwellschen 
Gleichungen verlangt und von den experimentellen Arbeiten 
von Cl. Schäfer (a. a. O.) und anderen nachgewiesen. 


Wir erhalten andererseits eine Totalreflexion, wie es die 
Fresnelschen Formeln und die quantitativen Untersuchungen 
verlangen, denn die gesamte durchgehende Energie wird all- 
mählich doch in das erste Medium zurückgestrahlt, allerdings 
erst nach einer mehr oder weniger großen Anzahl von Wellen- 
längen. Die Definitionen „durchgehender Anteil“ und „reflek- 
tierter Anteil“ verlieren also auch in der Optik ihren ent- 
gegengesetzten Charakter, da der Grenzstrahl sich schließlich 
doch in reflektierte Strahlen verwandelt. 


Bis zu welcher Entfernung vom Rande des einfallenden 
Strahles die „wandernde Reflexion“ in der Optik. nachweisbar 
ist, kann nur das Experiment beantworten. Es ist aber ganz 
instruktiv, einmal den Vergleich mit der Seismik zu ziehen. 
Benutzt man die höchsten Ladungen von vielen hunderten 
Kilogramm Dynamit, so kann man die „wandernde Reflexion“ 
seismisch bis auf etwa 8 km nachweisen, das wären gerade 
100 Wellenlängen. In der Optik entsprechen 100 Wellenlängen 
aber nur 0,04 mm; bei sonst analogen Bedingungen würde also 
die „wandernde Reflexion“ in der Optik nur bis auf einige 
hundertstel Millimeter nachweisbar sein. Selbstverständlich 
sind die Verhältnisse keineswegs analog, es soll hiermit 
lediglich auf die außerordentliche Verschiedenheit der Be- 
dingungen und speziell der Wellenlängen (1:2.10”®) hin- 


gewiesen werden. FR 


§ 13. Die Fresnelschen Formeln beim Grenzwinkel 
der Totalreflexion 


Sehen wir uns nun zum Schluß die Fresnelschen Formeln 


für den Fall des Grenzwinkels der Totalreflexion nochmal 
näher an; wir finden dann für die Amplituden folgende Werte: 
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Die Amplituden des Grenz- und reflektierten Strahles 
nach den Fresnelschen Formeln (# = 90°) 

Wir erhalten also die beiden sich eigentlich wider- 
sprechenden Ergebnisse, daß einerseits die Amplituden und 
— wegen des gleichen Querschnittes — auch die Energien 
des reflektierten und einfallenden Strahles gleich sind. Anderer- 
seits zeigt aber das zweite Formelpaar, daß die Amplitude des 
Grenzstrahles nicht gleich Null ist, sondern sogar größer als 
die Amplitude des einfallenden Strahles; also trotzdem alle 
Energie reflektiert wird, ist doch noch Energie in dem Grenz- 
strahl vorhanden. Dieser Widerspruch wäre nur dadurch lösbar, 
daß man den Querschnitt der Grenzwelle gleich Null an- 
nähme; diese Annahme widerspricht aber den experimentellen 


-E'.2, 


Ergebnissen, da der Energiefluß im zweiten Medium stets in 
einem beträchtlichen Abstand von der Grenzfläche nachweisbar 
war: die Grenzwelle hat also sicher einen endlichen Querschnitt. 
Auch in der Seismik ist dieses sicher der Fall, da es sich mehr- 


fach gezeigt hat, daß die wandernde Reflexion der Grenzwelle 


aussetzt, wenn das Medium II eine zu dünne Schicht darstellt. 


Es ergeben sich also für die Fresnelschen Formeln beim 


Grenzwinkel nur zwei Erklärungsmöglichkeiten: entweder end- 


licher Querschnitt der Grenzwelle — dann Widerspruch der 


Formeln in sich; oder der Querschnitt wird gleich Null 


gesetzt — dann Widerspruch mit der Erfahrung. Dieser 


Widerspruch ist eigentlich schon ein Hinweis darauf, daß beim 


Grenzwinkel der Totalreflexion Pedingungen auftreten, fiir die 


die Formeln nicht hinreichen. 


Führen wir nun aber die „Summation im Grenzstrahl“ 
ein, so erklärt sich (wenigstens qualitativ) sofort, daß die 
Amplitude des Grenzstrahles größer als die des einfallenden 
Strahles ist. Bei Einführung der „wandernden Reflexion“ 
erklärt sich andererseits ganz zwanglos, daß die reflektierte 
Amplitude gleich der einfallenden ist. Also auch bei der 
optischen Totalreflexion hat die „Summation im Grenzstrahl“ 
und die „wandernde Reflexion“ Widersprüche geklärt und die 
Vorgänge veranschaulicht. 
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Die vielen — zum Teil sehr wesentlichen — Unterschiede 
zwischen den optischen und den seismischen Erscheinungen 
sind hierdurch natürlich noch keineswegs geklärt; das kann 
selbstverständlich erst durch rechnerische Erfassung der Inter- 
ferenzverhältnisse eintreten. Die Aufgabe der vorliegenden 
Arbeit besteht ja auch nur darin, eine Anregung für einen 
neuen mathematischen Ansatz zu liefern. 


814. Die Arbeiten von J. Picht 


Durch einen Zufall habe ich zwei neuere Arbeiten von 
J. Picht (16), (17) über die Totalreflexion erst nach Beendigung 
dieser Arbeit kennen gelernt. Es ist nun überaus interessant, 
daß verschiedene Ergebnisse, die in vorliegender Arbeit auf 
Grund experimenteller Ergebnisse der Sprengseismik und ent- 
sprechender Analogieschlüsse auf die Optik abgeleitet sind, 
von J. Picht auf Grund rein optisch-mathematischer Ableitungen 
schon vorher gefunden worden sind. 

Während die Hauptarbeit in den Ann. d. Phys. (17) rein 
mathematisch gehalten ist, faßt die vorherige Arbeit „Die 
Energieströmung bei der Totalreflexion“ (16) die Ergebnisse 
kurz zusammen. So heißt es S. 906: „Die Energie tritt also — 
zeitlich gemittelt — an gewissen Stellen der Trennungsebene 
vom ersten ins zweite Medium über, um an anderen wieder 
ins erste Medium zurückzufluten. Und zwar zeigt sich, daß alle 
Energie, die vom ersten ins zweite Medium übertritt, restlos 
wieder an anderen Stellen ins erste Medium zurückfließt.“ 
Weiterhin heißt es auf S. 907: „es ergibt sich, daß der Ge- 
samtbetrag der vom ersten ins zweite Medium und zurück- 
flutenden Energie die Größenordnung der Einfallsenergie hat.“ 

Das Interessanteste ist aber, daß auch J. Picht zu dem 
Ergebnis gelangt (17), daß noch außerhalb des Bereiches der 
einfallenden Strahlen eine Energieströmung im Medium II vor- 
handen ist, ein Resultat, das eine überraschende Ähnlichkeit 
mit der „wandernden Reflexion“ aufweist. 


III. Teil 
Die Totalreflexion in der drahtlosen Telegraphie 


Bei der Totalreflexion in der Optik ist bisher eine Er- 
scheinung nicht beobachtet worden, die in der Sprengseismik 
sich sehr markant bemerkbar machte, nämlich die „wandernde 
Reflexion“ auch auf größere Entfernungen. Es soll in diesem 
Abschnitt gezeigt werden, daß auch elektromagnetische Wellen 
(allerdings mit größeren Wellenlängen als das Licht) analoge 
Erscheinungen wie in der Sprengseismik zeigen. 
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Unerwartete Reichweiten in der drahtlosen Telegraphie 
führten bekanntlich zur Annahme einer in etwa 100 km Höhe 
gelegenen reflektierenden oder brechenden Schicht, der 
„Kennely-Heaviside-Schicht“ (kurz: K.H.S.). Zusammenfassende 
Beschreibungen der beobachteten Erscheinungen, theoretische 
Erklärungen und Literatur findet man bei Fassbender (1), 
sowie bei Rukop (2), (3). Anfangs wurde angenommen, daß 
die Wellen an der K.H.S. reflektiert werden; dann — beim 
Wachsen der Reichweiten — wurde auch die Brechung hinzu- 
gezogen. Diese Ansicht ist von H. Lassen (4) besonders ein- 
gehend vertreten worden. 


$15. Die „wandernde Reflexion‘ an der Heavisideschicht 


Nun ist in den letzten Jahren einwandfrei nachgewiesen 
worden, daß drahtlose Signale auch mehrfach um die Erde 
herumlaufen können [E. Quack (2), (5), (6). Diese letztere 
Tatsache scheint mir durch eine einfache Brechung nur 
schwer erklärbar, da ja die brechende Schicht mit größerer 
Entfernung immer mächtiger werden müßte. Das Phänomen 
scheint mir daher auch für eine „wandernde Reflexion“ zu 
sprechen, in vollkommener Analogie zu der Sprengseismik; die 
Wellen laufen im optisch dünneren Medium an der Grenz- 
schicht summiert entlang und strahlen kontinuierlich ins erste 
Medium wieder zurück. Es würde sich durch diese Annahme 
erstens der überraschend große Energietransport bei drahtlosen 
Signalen besser erklären lassen, da wir auch an der K.H.S. 
eine Summation im Grenzstrahl erhalten würden; zweitens 
käme man mit einer sehr dünnen K.H.S. aus. © Pt banks 

abe RE 

Zusammenfassung 
1. Der erste Teil behandelt die Totalreflexion in der Seismik. 
Die bisherigen Ergebnisse der Sprengseismik werden kurz re- 
kapituliert; es wird darauf hingewiesen, daß die Vorgänge bei 
der Sprengseismik bisher ungeklärt geblieben, und daß speziell 
die bedeutende Energie der Grenzwelle im zweiten Medium mit 
der Theorie der Totalreflexion im Widerspruch stand (8 1—5). 

2. Die bedeutende Energie der Grenzwelle wird nun da- 
durch erklärt, daß beim Einfallen unter dem Grenzwinkel aus 
geometrischen Gründen eine Summation der Wellen im Grenz- 
strahl stattfindet (§ 6). 

3. Es wird bewiesen, daß die summierte Grenzwelle 
wiederum Kugelwellen ins erste Medium zurückstrahlen muß, 
die als Planwellen im ersten Medium aufsteigen; der Gesamt- 
vorgang wird „wandernde Reflexion“ benannt ($ 7). Sowohl 


4 
EN. 
if 
Age 


0. v. Schmidt. Totalreflexion in der Akustik und Optik 911 


Erdbebenwellen. 


die „Summation im Grenzstrahl“ als auch die „wandernde Re- 
flexion“ können auch bei Kugelwellen auftreten; die ent- 
sprechenden Summationswinkel werden berechnet (8 8). 

4. Die Vorgänge und Energieverhältnisse der 4, 
werden durch die dargelegten Anschauungen erklärt (§ 9 und 10). 

5. Im zweiten Teil der Arbeit werden die vorstehenden 
Überlegungen auf die Optik übertragen. Der bisher be- 
stehende Widerspruch zwischen „Total“-Reflexion und einem 
trotzdem vorhandenen Energiefluß im zweiten Medium ver- 
schwindet bei Einführung der „Summation im Grenzstrahl“ 
und der „wandernden Reflexion“ ($ 11, 12). 

6. Der im ersten Moment bestehende Widerspruch mit 
den Fresnelschen Formeln verschwindet, wenn man sich 
klar macht, daß die durchgehende Energie (im Grenzstrahl) 
letzten Endes wegen der „wandernden Reflexion“ doch zur 
reflektierten Energie wird; die nach den Formeln verlangte 
„Total“-Reflexion beim Grenzwinkel ist vorhanden, allerdings 
über den Umweg des Grenzstrahles ($ 13, 14). 

7. Im III Teil wird die Frage aufgeworfen, ob die „wan- 
dernde Reflexion“ nicht auch die Mehrfachsignale um die Erde 
bei der drahtlosen Telegraphie besser erklärt, als dieses bei 
Annahme einer gewöhnlichen Brechung der Fall ist. 


Die vorliegende Arbeit hat nur den Charakter einer vor- 
läufigen Mitteilung und eines Arbeitsprogrammes, eine genauere 
Durcharbeitung sowie weitere Versuche sollen folgen. 

Herrn Prof. Picht möchte ich meinen herzlichsten Dank 
sagen für das lebhafte Interesse, das er dieser Arbeit ent- 
gegengebracht hat — und für die verschiedenen Anregungen 
aus der mir fernerliegenden theoretischen Optik. Die gemein- 
samen Diskussionen und Besprechungen haben manchen Punkt 
der Arbeit geklärt und weiter ausgebaut. 

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft — die 
mir die Möglichkeit zur Ausarbeitung meines seismischen 
Materiales gegeben hat — sage ich mag an dieser Stelle 
meinen tiefempfundenen Dank. 
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Nachschrift zur Arbeit des Herrn v. Schmidt 


Von Johannes Picht 


In der vorhergehenden Arbeit versucht Dr. v. Schmidt, 
für gewisse Ergebnisse der experimentellen Seismik, die bisher 
nicht einwandfrei erklärt werden konnten, eine — von ihm 
auch bereits an anderer Stelle veröffentlichte — Erklärung zu 
geben. Er muß hierfür besondere Annahmen über die Aus- 
breitung solcher seismischen Wellen machen, die im dichteren 
Medium mit der Normalen der „Grenzfläche gegen das dünnere 
Medium“ einen Winkel bilden, der größer oder gleich dem 
Grenzwinkel der Totalreflexion ist. Darüber hinaus versucht 
er in der vorliegenden Arbeit, jene Erklärung auch auf opti- 
sche und akustische Probleme, besonders auf das der Total- 
reflexion, anzuwenden. 


v. Schmidt hat mir seine Arbeit vor Drucklegung zur 
Einsichtnahme und Beurteilung vorgelegt und sie auf Grund 
unserer Besprechungen teilweise umgearbeitet. In ihrer jetzigen 
Form halte ich eine Veröffentlichung schon aus dem Grunde 
für berechtigt, weil sie geeignet ist, die Physiker auf jene ihnen 
ferner liegenden und ihnen daher bisher vielfach nicht be- 
kannten bemerkenswerten seismischen Erscheinungen aufmerk- 
sam zu machen und die Diskussion über die Erklärungsmög- 
lichkeit jener Erscheinung in Gang zu bringen. Außerdem 
scheinen der Arbeit — wenigstens in einigen Punkten — 
richtige Vorstellungen vom Wesen der Erscheinungen zugrunde 
zu liegen. 


Ich möchte es aber nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, 
daß ich trotz dieser „Druckempfehlung“ die Ansicht des Herrn 
v. Schmidt nicht in allen Punkten für richtig halte. Dies 
gilt z. B. von der sehr elementar gedachten „Summation der 
Grenzwellenenergie“. 

Daß indessen tatsächlich auch bei Einfallswinkeln = dem 


Grenzwinkel der Totalreflexion Energie ins zweite Medium 
übertritt, und zwar nicht nur momentan — wie dies z.B. 
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durch eine Arbeit von Eichenwald}) graphisch sehr schön 
gezeigt ist — sondern auch im zeitlichen Mittel, und daß diese 
unter sehr geringer Neigung ins zweite Medium übertretende 
Energie von der Größenordnung der einfallenden Energie ist, 
habe ich in einer früheren theoretischen Arbeit?) gezeigt, auf 
die v. Schmidt in seiner Arbeit hinweist. Aus meiner Arbeit 
ergab sich weiter, daß die ins zweite Medium — im zeitlichen 
Mittel — übertretende Energie an anderen Stellen wieder ins 
erste Medium zuriickflutet. Die Ergebnisse dieser Arbeit 
wurden von F. Noether?) theoretisch bestätigt. 

Meine Untersuchungen bezogen sich — aus Gründen 
mathematischer Vereinfachung — auf eine (senkrecht zur Ein- 
fallsebene polarisierte) Zylinderwelle endlicher Öffnung, bei der 
der elektrische Vektor in der Einfallsebene liegt, und bei der 
alle Strahlen mit der Normalen der Grenzfläche einen Winkel 
bilden, der größer als der Grenzwinkel der Totalreflexion ist. 
Außerdem wurden — als Grenzfall — die Erscheinungen bei 
einer räumlich begrenzten ebenen Welle untersucht. 

In der Seismik hat man es indessen weder mit einer 
(begrenzten) ebenen Welle noch mit einer begrenzten Zylinder- 
welle zu tun, sondern mit Kugelwellen oder ähnlichen drei- 
dimensionalen Wellen, deren räumliche Öffnung etwa 22 be- 
trägt. Ein weiterer Unterschied besteht darin, daß in der 
Seismik die Absorption nicht vernachlässigt werden darf*), was 
in der Optik im allgemeinen erlaubt ist. Ferner haben wir 
es in der Seismik auch mit longitudinalen und anderen Wellen 
zu tun. Endlich beziehen sich die seismisch-experimentellen 
Untersuchungen nur auf den ersten Einsatz einer stark ge- 
dämpften Schwingung, während sich die optischen Unter- 
suchungen auf stationäre Erscheinungen ungedämpfter Schwin- 
gungen beziehen. Trotz dieser Unterschiede werden aber die 
Ergebnisse der Arbeit über Totalreflexion doch qualitativ auf 
die Seismik übertragen werden können. Speziell werden wir 
folgern dürfen, daß auch bei der Totalreflexion die Energie 
wenigstens zum Teil zunächst in das zweite Medium eindringt, 
sich in ihm mit der für das zweite Medium charakteristischen 
Geschwindigkeit längs der Grenzfliche ausbreitet und an 
anderen Stellen jener Grenzfläche wieder in das erste 


1) A. Eichenwald, Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. 41, phys. 
Teil, S. 131—153. 1909. 

2) J. Picht, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 433. 1929; Phys. Ztschr. 30. 
S. 905. 1929. 

3) F. Noether, Ann. d. Phys. [5] 11. 8.141.191. 

4) Obwohl sie auch hier gering ist. Mase oy 
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n Medium zuriickflutet, um hier zur reflektierten Energie bei- 
e zutragen. 
le Als Bestätigung dieser Folgerung kann vielleicht eine 
t, Arbeit von Taylor und Glover?) angesehen werden, in der — 
if mehr nebenbei — darauf hingewiesen wird, daß die Intensität 
it des totalreflektierten Lichtes geringer ist als die des ein- 
n fallenden Lichtes, wenn das zweite (dünnere) Medium eine für 
1S die betreffende Frequenz des benutzten Lichtes absorbierende 
it Flissigkeit ist. Dies experimentelle Ergebnis kann — rein 

anschaulich — wohl so gedeutet werden, daB die reflektierte 
n Energie wenigstens teilweise im zweiten Medium gewesen und 
- dort zum Teil absorbiert wurde. Allerdings ist zu beachten, 
Tr daß in diesem Fall (zweites Medium absorbierend) auch nach 
) den Fresnelschen Reflexionskoeffizienten die Intensität des 
al reflektierten Lichtes kleiner als die des einfallenden Lichtes 
t. sein muß, selbst wenn 
n’ (1 + x?) n sin « 

sing > also sin « = >1-+ix 

nd ist, dem Einfallswinkel @ also kein Brechungswinkel mehr 
P entspricht, da ja der Realteil von sin«>1 ist. [Der 
I- Brechungsindex des zweiten absorbierenden Mediums ist hier = 
durch n’(1 — ix) bezeichnet; es ist |n’(1—ix)| =n’ V1+ x22 <n = 
i angenommen). In einer späteren Arbeit soll näher auf diese , 
- Fragen eingegangen werden. 
ad Im AnschluB an diese allgemeinen Bemerkungen geben 
” wir nachfolgend noch ohne Ableitung die Integralformeln für 
die Komponenten der elektrischen und magnetischen ($)- 
dy Feldstärken der einfallenden (ohne oberen Index), reflektierten 
(G*, und ins zweite Medium eindringenden (€’, $') Wellen, 
a und zwar 1. für den Fall, daß die einfallende Welle eine 
ft senkrecht zur Einfallsebene polarisierte Zylinderwelle ist’), 
ir 1) A.M. Taylor u. A. M. Glover, Journ. Opt. Soc. 23. 8. 206. 1933. 
ie 2) In meiner Arbeit iiber Totalreflexion sind nur die Formeln fiir 
N die einfallende und die ins zweite Medium eindringende Welle gegeben. 
M9 Ferner ist dort der Belegungsfaktor 
7 
te Ve kV 

gesetzt. Bei den für die eindringende Welle angegebenen Integ 
Se formeln ist seinerzeit der (variable) Faktor — i XV" = = fortgelassen. 
0. Auf das Ergebnis jener Arbeit und die Diskussion die: Regtinienes hat 


dies aber keinen Einfluß. Es ändern sich nur die Formeln, nach denen 
die in den Endformeln auftretenden Konstanten E, F,G,E’, F’, @ 
gegebenenfalls zu berechnen wären. Die auf S. 440 der betreffenden 


3 
3 
a 
‘ 


2. für den Fall, daß die einfallende Welle eine En 
ist. Die Integrationsvariablen sind für die einfallende, reflek- 
tierte und ins zweite Medium eindringende Welle gleich ge- 
_ wählt, um so die gegenseitigen Beziehungen leichter übersehbar 


zu machen. Für die Zylinderwelle ist p = + sing |mit N = = 
‚als Integrationsvariable gewählt, wo « den variablen Winkel 


bezeichnet. Für 
dieKugelwelle cos ß und y= y als Integra- 


 tionsvariable gewählt, us und y die variablen Winkel der 
; Be Lichtstrahlen der einfallenden Kugelwelle mit der in der Grenz- 
liegenden y- bzw. z-Achse bedeuten. w= w(g) bzw. 
ss w= w(y,xz) ist der „Belegungsfaktor“, der die Intensitäts- 

__-verteilung auf der unendlich fernen Wellenfläche des einfallenden 

a in Abhängigkeit von der Strahlrichtung angibt. 
Er os & = 0 (bzw. &,, &,) bezeichnen die Koordinaten des leuch- 
tenden der leuchtenden Linie | zur z-Ebene). 


Ferner ist k= - Fir die Zylinderwelle i 


k 


Wo) & Vi- N* ne 


2a Vi + -1 


gag, 


j 


Arbeit Größen E E@ ), F(9), @ (9) — aus denen sich die Kon- 
E,F,G,E', F’, durch Spezialisierung des Wertes  er- 


V1 - N*g* 


geben — sind mit dem Faktor const zu multiplizieren. 
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ö 


= Wy) [vt — Np — &Vi—W* 


, ik N — N! g? 72 
2 d 
k N we 
+ f 


ik WN? is 
%y Qn" yı-M 


Für x = 0, d.h. in der Grenzfliche, wird % = W%,) = %,. 
Man sieht also, daB 


+ = N?(E,’)20 = — 


Die Formeln für die reflektierte Welle (&*, $*) enthalten 
auf der rechten Seite zwei Summanden. Wäre volle Total- 
reflexion vorhanden, so dürften hier nur die zweiten Integrale 
stehen, die für 2 = 0 mit denen der einfallenden Welle ent- 
gegengesetzt gleich sind. Die reflektierte Welle unterscheidet 
sich von der einfallenden Welle also um Integrale, die im 
wesentlichen denen der Welle des zweiten Mediums entsprechen, 
abgesehen von dem — durch die Grenzbedingungen geforderten — 
Faktor N? der z-Komponente der elektrischen Feldstärke. 

Für die Kugelwelle gilt, wenn für die Komponenten des 
Hertzschen Vektors 3 der einfallenden Welle 


8,=9; 8,=9; 


vorausgesetzt wird: 


_dgdy 


| 
Ä 
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| 
> 
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| 
# 
q 
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| 
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yen? ff Von Ip dx, 


Yon = 


Qn 


k * 


ik N? * PX 
(9,2) 


ik N? y* 1 

2x 

+2 —-1VI- +7) +7) 
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N* + x) 
Vd + N*) +7) —1 


VP - 


SS 2) dp dy, 


+7)-1 


1 
— {58 
* 
eet ike Vi- N*(g*+ 7) 

Für die Komponenten €,’, €,, €/, 9,, 9, der Licht- 
erscheinungen im zweiten Medium "ergeben sich wieder jeweils 
die ersten Integrale (mit gleichem Vorzeichen) der entsprechen- 
den Komponenten von &* bzw. $*, mit dem Unterschied, daß 
in ihnen durch 

Vion = We Vi- Ng + + — 


zu ersetzen ist wage oo in ©, der Faktor vor dem 


4 . 
Integral nicht — 2- 
2n 
lautet. Es ist noch 
= arc tg - Ve+r-1 
2 NV1- +74)’ 


An die Formeln für die Kugelwelle lassen sich wieder 
die gleichen Bemerkungen wie an die Formeln für die Zylinder- 
welle anknüpfen. Die „zweiten“ Integrale in den Formeln für 
die Komponenten von ® und $* allein genommen ($,* =0) 
wiirden wieder eine der einfallenden Welle gleiche „total- 
reflektierte* Welle ergeben. Tatsächlich unterscheidet sie sich 
von ihr um die ersten Integrale. 
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Die Integration ist über die Öffnung des einfallenden 
Bündels, also etwa von g, bis 9, und von X, bis x, zu er- 
strecken, wobei im allgemeinen die Grenzen der einen Variablen 
von denen der anderen abhängen werden. Bei den für die 
Lichterscheinung im zweiten Medium angegebenen Formeln ist 
angenommen, daß gm und x im ganzen Integrationsbereich > 1 


(aber natürlich = N sind. Ist dies nicht der Fall, ist also 
etwa 9, <1, „<1l, 9,>1, >1, so sind die Inte- 


grale f zu zerlegen in 


A 
Vi» 


Fi 


Im ersten dieser Doppelintegrale ist dann Ym? +y7?—1 zu 
ersetzen durch i) 1 — (gy? + x?). Hierbei ist noch zu beachten, 


daß fir g?+ 7? = 1) 


V1— N*(q? + 7°) 


Via + +z - 
wird, also stetig bleibt. a 
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